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Ejercicio Resuelto 10.
Calcula la solucion de la ecuacion:

AL (14022 +5i=0

Solucién.
o (i) £ /407 =200 —1—idV/=T8i _
2= 5 - 2 N
—1—i+/18 —Z)+i 1
i £ V18 (cos (%) +isen (—F)) :1[—1—2&:3\/5(@—@1')] =
5 2 2
1 . ,
5[—1—zi3(1—z)].
Luego

22 =1-2 0 22 = —2+44.

Si 22 =1 — 2i, entonces
z=+4v1—2 =45 (cos(arctg (—2)) + isen (arctg (—2))).

Si 22 = —2 + 4, entonces

z=2vV-2+i==2V5 (cos <arctg(—%) +7r> + isen <arctg(—%) +w>> =

+V5 <cos (arctg(—%)) + isen (arctg(—%))> .

Ejercicio Resuelto 11.
Prueba las desigualdades:

a) |lz] = |wl| < |z = w|.



b) |z +wl > 5(|2] + [w])

Z W
ERd \w|"

donde z, w son numeros complejos no nulos. Estudia también cuando se da
la igualdad en cada una de dichas desigualdades.

Solucion.
a)
12] = [wl|? = |27 + |w]? = 2|z|Jw| = |2* + |w]® - 2|2w] <
|2|? 4 |w]? = 2Re (200) = |z — w|?.
Ademsds, nétese que se da la igualdad si, y sélo si,
Re (z2w0) = |zw] & 2w € RT <IN >0 : zw = \.

Asi, supuesto w # 0, llamando p = ﬁ, tenemos que

el =l =z —w] & 3p>0: z=puw

b)

1
5 (2l + [wl]) < |z +wl

z w
J— + JE—
2| Jwl

Es claro que la desigualdad es equivalente a la que resulta al elevar ambos
miembros al cuadrado:

1 i
22 + ol + 2/z)) (1 +1 +2Re%> < |22 + |w]? + 2Re (2)
AT

o lo que es lo mismo

1 2W
5(\,2]2 + |w]? 4 2|zw|) (1 + Re W) < 2?4 |w|? + 2Re (20)

que a su vez se puede reescribir

|2* + |w|® + 2|zw| + El Re (20) + 1] ge (z0) + 2Re (200) <
w z

2|z|* + 2|w|? + 4 Re (2w0)



o también

2|zw| + % Re (zw) + % Re (20) < |2)? + |w|* + 2Re (20)

lo que equivale, multiplicando por |zw|, a
2|zw|? 4 |z|? Re (2w) + |w|? Re (2w) < |z|?|zw| + |w|?|zw| + 2|zw| Re (2w)
equivalentemente
2] Re (2w) + |w|® Re (2) — 2|zw| Re (2w) < |2[*|2w]| + |w|?|zw| — 2|zw|?
o lo que es lo mismo
(12] — l])? Re () < (|2] — [w])?]2w]

desigualdad que claramente es cierta.

Teniendo en cuenta que todas las expresiones anteriores son equivalentes,
se sigue que se da la igualdad en la primera expresion si, y solamente si, se
da la igualdad en la dltima, lo que claramente equivale a que

(|| = [w))® = 0 & [2] = |uw]
6
Re (zw) = |zw| & 2z = pw para p >0

Ejercicio Resuelto 12.
Ezxpresa en forma bindmica los numeros:

) 24
(L+49)*, (V3+)¥, (%)

Solucién.

(1+44)% = [\/E(cos(g) + z'sen(%))]25 = (\/5)25(008(2?771—) + isen(%—w)) =
2%(008(67{ + 2) + isen (67 + z)) —27%

1 (COS(Z)+iSGH(Z)) =



2225(% + i%) = 212(1 4 4).
. T . T 3T ) 37w
(V3 +1i)3 = [Z(COS(E) + isen (E))]g7 = 237(cos(?) + isen (7)) =
257 (cos (6 + 6) + isen (67 + E)) = 237(008(6) + isen (E)) =
237(*/7g 4 i%) = 9%5(\/3 +1).
(1+iV3)* = [2(cosg + isen g)]24 = 22%(cos 24% + isen 24%) =

2% (cos 8m 4 isen 8m) = 2%

y
3 3 3 3
(=1 + )% = [vV2(cos °T 4 isen —7T)]24 = 2'%(cos 24°" 4 isen 24—7T) =
4 4 4 4
2'2(cos 18 +isen 18 ) = 2%
luego

24
<1+i\/§> _ a2,

—1+i (—1+i)24 212

Ejercicio Resuelto 13.
Seann € N yw = cos%”+isen
expresiones:

2

<%. Dado m € Z, calcula el valor de las

(a) 1+wm+w2m+___+w(nfl)m

(b) 1—w™+ w2 — ... 4+ (_1)n—1w(n—1)m



Solucién.
Empecemos calculando la suma de una progresién geométrica.

Para w € C\{0}, se tiene que

wnJrl -1

4w+ +uw"=—-—" s w#l
w—1

l+w+---+w*=n+1 s w=1.

En efecto, si w = 1, es claro. Supuesto w # 1, si llamamos
S=1+w+---+w",

se tiene que
(w—1)S =w" —1,

de donde se sigue el enunciado.
a) Puesto que
S = 1+wm+w2m++w(n71)m :1+wm+(wm)2++(wm)n71

se sigue de lo anterior que S = n cuando w™ = 1, mientras que si w™ # 1,

entonces:
(wm)n _ 1 wnm _ 1 B

S = = =0
w™ — 1 wm — 1
ya que
nm 2nmm 2nmm ,
w = CoS + 7 sen = cos2mm + i¢sen2mm = 1.
n n

Noétese que w™ = 1, equivale a

2mm 2mm
+isen —— =1,
n

COS

. 7T . ..
lo que a su vez equivale a € 2nZ, o lo que es lo mismo n divide a m.

Resumiendo,

n sin divide a m

m 2m . (n=1)m _
Ltwm+w™+- 4w {0 si n no divide a m

9



b) Puesto que
Si=1—wm+w™ ...+ (_1)”*1w(nfl)m _

L (=) 4 (") 4 (™)
teniendo en cuenta la expresion de la suma de una progresién geométrica,

tenemos que S = n si —w™ = 1, mientras que cuando —w" # 1,

(w1 (w1
S T e T )

(como w™" = cos 2mm + isen2mm = 1)

(-1 —1 0 si n es par
—(wm+1) o 1 si n es impar
Notese que la condiciéon —w™ = 1, esto es w™ = —1, o lo que es lo mismo
2mm ) 2mm
cos + isen = —1,
n

mm

2
equivale a € (2k — 1) para conveniente k € Z, o lo que es lo mismo,
2m es un maultiplo impar de n, o equivalentemente n es par y m es un

multiplo de 5.

Resumiendo
n sin es par y 5 divide a m
- w?™ - (1) LM = g si n es par y § no divide a m
—2__ sinesimpar
w™41 p

Ejercicio Resuelto 14.
Sea x un numero real que no es multiplo entero de 2m. Prueba las siguientes
iqualdades:

10



W sen’T=
(a) 1+ cosx + cos2x + --- + cosnx = cos (5x) —
Sen§
" sen"TH:c
(b) senx +sen2x + --- + sennx = sen (§x) —
sen £

Solucién.

Llamemos:
A=1+cosx + cos2x + --- + cosnz,

B = senx + sen2x + --- + sennz,
W = CcoST + tsen x.
Como z € R\27Z, se tiene que w # 1 y por tanto
wntt — 1

A+iB=14+w+.. +0v" = ——
w—1

Consideremos el niimero complejo
x i x
z:=cos — +isen —
2 2’

y notemos que z® = w, asi como que |z| =1, y por tanto zZ = 1. Ahora,
escribamos la igualdad anterior como sigue:

. Z2(n+1) -1 Zn—i—lzn—i—l o Zn—i—lén—i—l Zn—i—l(zn—i-l o én—i—l)
A + ’LB = = = =

22 -1 22— 2z 2(z —2)
, 2Tl —zntl n _n | 2isenZHy
2" ——— = (cos sz +isen —x) ———5—
Z—Zz 2 2 2isen 5

2
Igualando partes reales y partes imaginarias se obtiene el enunciado.

Ejercicio Resuelto 15.

zZ—a
Dados dos numeros complejos distintos a,b € C, justifica que 5 es real

st, y solo st , z estd en la recta que pasa por a y por b; y es real negativo si,
y solo si, z estd en el segmento que une a con b.

11



Solucién.

Sean a,b € C con a # b. Nétese que, para z € C\{b}, se tiene que

Z_Z:tER(alafuerzat;ﬁ1p0rsera;éb)(:>z—a:t(z—b)(:>
5

(1-t)z=a-the(1—-t)z=(1-t)a+t(a—b) &

(a—b)ez=a+Ab—a) (AeRAX#1).

Z:a+t—1

En la 1ltima equivalencia se ha utilizado que la aplicacion

R\{1} — R\{1}

es una biyeccién (Dibijese se gréfica).
Finalmente, nétese que

t
t<0<:>)\:1—t € 10,1 & z € ]a,bl

Ejercicio Resuelto 16.
Dados dos nimeros complejos distintos a,b y un mimero positivo p # 1,

justifica que el conjunto

zZ—a
A: N =
{zeC: — =0}

representa una circunferencia en el plano cuyo centro y radio debes calcular.

Solucién.

Notemos que la condicién |

z—a - .
b‘ = p se puede reescribir equivalente-
z —

mente de las siguientes formas:

2 —a| = plz — 1]

12



|2 —af? = g2z — b
|22 + [af? — 2Re (za) = p*(|=[> + b — 2Re (=B))

(1= p)[2 + |al? = p?bf* — 2Re (2(a— %)) =0

Como p es positivo y p # 1, se sigue que 1 — p? # 0, y por tanto

2 212,12 2
2 lal® = p*[b) a— p%
zZf+——— —2Re | z2————= | =0

2 2
a—p°b|" |a—p*b|"  al* = pP)
z— — =0
1— p? 1— p? 1— p?
2
__a=pb _|a—p*P o’ = p*bP
1—p? (1—=p?)? 1—p?

Notemos que:

la—p?b>  [al* = p*[b* _ |a® + p*b* — 2p* Re(ab)  |al* — p*[b* _
(1—p?)? 1—p? (1= p?)? 1—p?

Jaf? + p*1b[2 — 22 Re (ab) — laf? + p?[b[2 + plal? — p'[bl? _

(1—p?)?
p2(laf? + b2 = 2Re (b)) _ p?la — b2
(1—p?)? (1—p?)?
a—p°b pla — |
Luego A es la circunferencia de centro C = 5> yradio R=—- . ®
1—p 11— p?|
Ejercicio Resuelto 17.
(a) Sean z1, z, z3 € C tales que |z1| = |z2| = |23 = 1. Pruébese que

z1, z2, z3 son vértices de un tridngulo equildtero si, y solo si,

21+ 20+ 23 = 0.

13



(b) Deduce de lo anterior que si el baricentro y el circuncentro de un
tridngulo coinciden, dicho tridngulo debe ser equildtero.

Solucién.

(a)
[=] Si z1, 22, 23 son los vértices de un tridngulo equildtero y se suponen
escritos en forma consecutiva en sentido contrario a las agujas del reloj,
entonces

29 = Z21W y 23 = le2

donde
2m 4 isen m
w = cos — + isen —.
3 3
Luego
3
w’ —1 1-1
s+t =a1+wtw?) =2 =2 =0.
w—1 w—1
[<] Si z1422+23 = 0, entonces (teniendo en mente que |z1| = |2z2| = |z3] = 1)
vemos que
229 + 223 + 2321 = z12023(F1 + 2 +23) = 0,
luego

(z—21)(z — 22)(z — 23) = 2° — z12923.

Por consiguiente, z1, zo, 2z3 son las tres raices cibicas del nimero complejo
de médulo 1
a = 212223,

y por tanto determinan un tridangulo equilatero.

(b)
Nétese que el baricentro del tridngulo A(zq, 22, 23) determinado por tres
numeros complejos no colineales z1, 29, z3 viene dado por

1
g(zl + 29 + 23).

En efecto, calculemos el punto intersecciéon de la mediana que pasa por el

14



vértice z; con la mediana que pasa por el vértice zs.

=B EE L) (eR)
z1+ 2
z = 29+ pu( 12 ) (1 €R)
Luego
- -
z1+)\(22 Z3—21)222+M(Z1223—22) =

221 +)\(2’2 + 23 — 221) =229 +/J(Zl + z3 — 222) =
2=22 =)z —2=-XA=2)z+AN—pn)z3=0=

(2—=2X—p)(z1 —23) — (2— A —2u)(2z2 — z3) = 0.

Como z1, 29, 23 son no colineales, se sigue que z; — z3 y 22 — 23 son
linealmente independientes, luego

2—22—pu=0
2—-A—-2u=0

Restando se obtiene A = u, y por tanto de la primera ecuacién

2—-3Xx=0 = )\:;

Por tanto, la interseccién de ambas medianas es

2 204 23
Z—Zl—i‘g( 5 -

1
21) = 3 (21 4 22 + 23).

Llamemos ¢ al circuncentro del tridngulo A(z1, 29, 23), esto es al centro de
la circunferencia que pasa por los puntos z1, 23, z3, y llamemos R al radio
de dicha circunferencia.

Es claro que la traslacién z — z — ¢ y la homotecia z — %z mantienen
igualdad de distancias. Por tanto:

Z1—C 2z2—C 2z3—C

A(z1, 22, 23) es equildtero < A (5, 255 Z

) es equilatero,

lo que equivale (usando el apartado (a))

15



legc 221;6—1-23};6:0<:>21+ZQ+Z3—30:0<:>0:21+23ﬂ,

esto es, ¢ coincide con el baricentro de A(z1, 22, 23).

Ejercicio Resuelto 18.

Indica condiciones que deben cumplir los nimeros complejos a # 0, b y ¢
para que las raices de la ecuacion az® + bz +c = 0 formen con el origen un
tridngulo equildtero.

Solucién.

Si llamamos d = v/b% — 4ac, entonces las soluciones de la ecuacién son

—b+d z—_b_d
2a 2= 2a

21 =
La equilateralidad del tridngulo equivale a
|21] = |22| = [21 — 22

|21 = |22|* = |21 — 22|
|b — d|2 B |b+ d|2 B 4|d|2
a2 4laf?  4a?
b—d|* = |b+d|* = 4|d|?

equivalentemente,

(1) bd+bd =0 (1) bd = —bd
=
(2) |b|* = 3|dJ? (2) bb=3dd

Notemos que
1) y (2) < (3) v*=-3d

En efecto, tanto (1) y (2), como (3), se satisfacen sib =0y d = 0.
Supongamos que b # 0 6 d # 0. Si by d satisfacen (1) y (2), entonces
ambos son no nulos y, sin mas que multiplicar miembro a miembro (1) por

16



(2) y simplificar por b d obtenemos (3). Reciprocamente, si b y d satisfacen
(3), entonces ambos son no nulos y, (2) se sigue de (3) sin mas que tomar
moédulos. Ahora, (1) se obtiene multiplicando ambos miembros de (3) por
b d y dividiendo miembro a miembro por (2).

Finalmente, notemos que se tienen las siguientes equivalencias:
b? = —3d°
b* +3d* =0
b? 4 3(b* — 4ac) =0
4b* — 12ac =0
b —3ac=0

b? = 3ac

De otra manera (usando el ejercicio 22)

Si 21 y 22 son las soluciones de la ecuacién az? + bz + ¢ = 0, entonces:

b c
— — =242 =
(z—21)(z—22) =2"4+ -2+

y por tanto

b
Z1+Z2=—a

c
R1R2 = —
a

Por el ejercicio 22, el tridngulo determinado por z1, 22, 23 es equilatero si,
y solo si,
2.2, .2
2] + 25 + 25 = 2122 + 2223 + 2321

En nuestro caso, como z3 = 0, la condicion se reduce a
2 2
zZ1 + 25 = 2129,

equivalentemente
(Zl + 2’2)2 = 3z122

b

(-2)2 =3
a a
b? = 3ac

17
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1.2.5. Ejercicios Resueltos (pp. 12-17)

Ejerc. 1 - 18
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1.3.3. Ejercicios Resueltos (pp. 28-29)

Ejerc. 19 - 24
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Ejercicio Resuelto 19.
Sea {z,} una sucesion de nimeros complejos no nulos y, para cada n € N,
sea o, € Arg(z,). Supuesto que

{ony — ¢ v A{lzl} —0p

justifica que
{zn} — p(cos ¢ + isen ).

Solucién.
Es consecuencia de la continuidad de las operaciones suma y producto
de nimeros complejos, asi como de la continuidad de las funciones médulo,

Seno y coseno.

{2} = {] 20 | (€08 gn + isen pn)} —> p(cos i+ isen ).

Ejercicio Resuelto 20.
Calcula el limite de la sucesion

Solucién.

V24T
%b1+—74

1+ ==+ S+
n n

2,5, 2l el

23



24145 =
pn = narg <1+b> = narctg —3n :narctgL
n

142 3(n +/2)
Como quiera que (arctg) =z = H%’ y por tanto
lim arctgx _1,
z—0 X
vemos que
s
ni arctg 3t T -
3(n+v2) 3(n+v2)

Por el ejercicio anterior

{zn} — eV? (cos g + isen %) = V2 (1 —|—2£> .

Ejercicio Resuelto 21.
Prueba que la sucesion {z,} dada, para cada n € N, por

. i
Zn = 1—|——>
(s

tiene como walores de adherencia todos los puntos de una cierta circun-
ferencia.

Recuérdese que, dada una sucesion de nimeros complejos {z,}, se dice
que un numero complejo w es un valor de adherencia de dicha sucesion, si
hay alguna sucesion parcial {za(n)} que converge a w.

Solucién.
i 172 1 1
\zn]:H 1+E :H[l—i-?} = log\zn]:5210g(1+ﬁ).
k=1 k=1 k=1
Como quiera que
log(1
tim 220D oy — 1,
z—0 X



y por tanto

se sigue del criterio de comparacién por paso al limite que la seria
1

E log {1+ —
n

n>1

converge. En consecuencia, 3 limlog |z,|, y por tanto 3 lim |z,].
Llamemos R = lim |z,|.
Noétese que, para cada n € N

On = l;arg (1 + E) = ; arctg z € Arg(z,).

Como quiera que

arct
lim 8% _ (arctg) (0) = 1,
z—0 T
y por tanto
. arctg 1
lim ——=2 =1

)

1

n

se sigue del criterio de comparacién por paso al limite que la serie
1
E arctg —
n
n>1

diverge.
Dado z € C(0,R), llamemos # al argumento de z tal que 0 < 6 < 2.
Definamos, para cada n € N,

o(n)=min{k € N : 6+ 2nmw < ¢}

y notemos que
Po(n) — 2nm € Arg(zo(n))

y

1
‘((pa(n)_an)—Hy = ](pa(n)—(0+2n7r)’ < ’(pa(n)—tpg(n)_lf = arctg —U(n) — 0,

luego
{gpg(n) —2nw} — 0.

25



Ahora, por el ejercicio 19 se obtiene que

{Za(n)} - Z.

Ejercicio Resuelto 22.
La serie

tiene la propiedad de que las cuatro partes suyas formadas por los términos
pertenecientes a un mismo cuadrante cerrado del plano convergen. Demués-
trese que dicha serie es absolutamente convergente.

Solucién.

Para cada k € {1,2,3,4} denotamos por C} al cuadrante cerrado k.
Empecemos probando que si {z,} es una sucesién en Cj tal que la serie
> zp converge, entonces las series

Y Re(z)l vy Y [m (=)

convergen.
Caso k=1: Para cada n € N se tiene que
zn, = Re (z,) +iIm (2,) = |Re (2p,)] + 4 |Im (25,)]-
Luego, si Y z, converge, también Y |Re (z,)| y Y_ |Im (25)| convergen.
Caso k=2: Para cada n € N se tiene que
—izp =Im (2,,) — i Re (2p,) = |Im (2,)| + 7 |Re (25)]-

Puesto que si ) z, converge, también —i )z, = Y (—iz,) converge, se
sigue que > |Re (z,,)] v >_ [Im (z,,)| convergen.

Caso k=3: Para cada n € N se tiene que

—zn = —Re (zp) —i Im (z,) = |Re (2p)] + 7 |Im (25)]-

26



Puesto que si ) z, converge, también — Y z, = > (—z,) converge, se sigue
que Y |Re (z,)| y > |Im (z,)| convergen.

Caso k=4: Para cada n € N se tiene que
izn =—Im (2,) +1 Re (zn) = [Im (2,,)| + 7 |Re (2n)].

Puesto que si ) z, converge, también i > z, = > iz, converge, se sigue
que > |Re (z,)| y > |Im (z,)| convergen.

- Sea ) z,una serie de nimeros complejos.

Denotaremos por {z,,(,)} a la sucesién parcial de {z,} formada por los
términos que pertenecen al cuadrante Cj,.

(En el caso en que en algin cuadrante hubiese solamente un nimero finito
de términos, podriamos estudiar la serie a partir de un término de manera
que en dicho cuadrante no hubiese ningin término.)

Si para cada n € N llamamos

A, ala suma parcial n-ésima de Z |Re (zn)]

n

A% 3 la suma parcial n-ésima de Z IRe (2,(n))| (k=1,2,3,4)

es claro que
A, < AW 4 AR L AB) 4 4@,

Luego:

Si ) 24, (n) converge (k = 1,2,3,4), por lo anterior A%k) converge (k =
1, 2, 3, 4) y por la anterior desigualdad A,, converge, esto es, Y |Re (zy,)]
converge.

Anélogamente se razona con Y [Im (z,)|.

Finalmente, como quiera que para cada n € N
|zn| < [Re (zn)] + [Im (z5)]

se sigue de lo anterior que la serie > |z,| converge. ]

Ejercicio Resuelto 23. Serie Geométrica.
Dado z € C, estudia la convergencia de la serie

Zz”.

n>0

27



Solucién.

- Si |z| > 1, entonces
|2 =1]z]">1, VneNlN
Luego {z"} - 0, y por tanto la serie » 2™ no converge.

- Si |z| < 1, entonces {|z|"} — 0, y por tanto {z"} — 0.
Como quiera que z # 1, se sigue que
zn+1 -1 1

1 e g —
tette -1 1-2

luego la serie es convergente y ademas

o0
E 2" =
n=0

De hecho, cambiando z por |z|, obtenemos que la serie es absolutamente
convergente.

Ejercicio Resuelto 24.
Estudia la convergencia de las series:

@ % (Tt )

2—1—1” 1
()Z (14 29)" nop

n>1

Solucién.
En ambos casos estudiaremos las series parte real y parte imaginaria.

(a)
. , - ;3
E - \/_ E —5 converge por ser la armoénica de razén 5 > 1.
n>2 n>2 1?2

28



- <—1>%—1
N n—1 Z: n—l Zn—l

n>2

Estudiemos por separado ambas series:

B
|
Js-

Nétese que » (—1)" tiene sumas parciales acotadas y 777 = 77T — 0y es

3|

decreciente:

(n—l—nl—;—l_ \/_ Sh-Dvn+l1<ny/ns

(n—l)Q(n—l—l)§n3<:>n3—n2—n+1§n3<:>1§n2+n.

Luego, por el Criterio particular de Dirichlet, la serie

n>2

es convergente.
La serie

es divergente, por ser la serie armonica de razon 1. Luego, la serie de las
partes reales de la serie a) es divergente, y por tanto lo mismo le pasa a la
serie a).

(b)

Nétese que w = fj;l. es un complejo de médulo 1 y distinto de 1, luego
wn+1 -1 2
L+w-+w"| = < ,
w—1 |lw — 1|

esto es, la serie Y  w™ tiene sumas parciales acotadas.
Puesto que {%} — 0, por el Criterio particular de Dirichlet se sigue que la
serie del enunciado es convergente.
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1.4.5. Ejercicios Resueltos (pp. 38-39)

Ejerc. 25 - 29
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Ejercicio Resuelto 25.
Dado o €] — m, 7] definamos para cada z € C\{0}

arga(2) = Arg (2) N[a,a + 271,
es decir, arg, (z) es el unico argumento de z que estd en el intervalo
[, a0 + 27].

Prueba que la funcion

arg, : C\{0} - R
es continua en C\{p(cosa +isena) : p > 0}.

Solucién.

Noétese que si @ = m, entonces tenemos que
arg, : C\{0} — R
es la funcién definida por

arg(z) +2m si z ¢ R™
arg,(z) =
T st z€R™

Puesto que en el abierto C\R; la funcién argumento principal es con-
tinua, se sigue que en dicho abierto también es continua la funcién arg,.
Dado a € R™ consideremos la sucesién {z,} dada por z, = a+1 % Es claro
que {z,} —ay

arg,(z,) = arg(z,) + 27 = arctg % + 7+ 21 — 31 # 7 = arg,(a).
Luego arg, no es continua en R™.
Supongamos que « €] — 7w, w[. Nétese que la funcién
arg, : C\{0} = R
esta definida por

arg(z) +2r si —w <arg(z) < a

arga (2) =
arg(z) si a<arg(z)<mw
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Puesto que en el abierto C\R; la funcién argumento principal es con-
tinua, se sigue que la funcién arg, es continua en los sectores angulares
abiertos

{ze C\{0} : —m<arg(z) <a} y {ze€C\{0}: a<arg(z) <7}
Asi pues nos falta por estudiar la continuidad en las semirectas

R™ ={p(cosm+isenw) : p>0} 'y Su:={p(cosa+isenc) : p>0}.

Dado a € R™ tenemos que

lim arg,(z) = lim arg(z)+2r=-7+2r=7
—nr<arg(z)<a —nr<arg(z)<a
y
lim arg,(z) = lim arg(z)=m
a<arg(z)<mw a<arg(z)<mw

y por tanto

lim arg,(z) = 7 = arg,(a).
z—a

Luego arg, es continua en a. Variando a tenemos que arg, es continua en
R™.
Estudiemos la continuidad de arg, en la semirecta S,. Dado zy € S,,

teniendo en cuenta la continuidad del argumento principal en zy, se sigue
que

ZILI% arg,(z) = lim  arg(z) + 27 = arg(z0) + 27 = a + 27
—m<arg(z)<a —nw<arg(z)<a
y
lim arg,(z) = lim  arg(z) = arg(z) = o
a<arg(z)<mw a<arg(z)<w

y por tanto no existe el

lim arg,(2).
z—20

Luego arg, no es continua en zg. Variando zy tenemos que arg, no es
continua en ningtin punto de S,.

NOTA:
La restriccién en el enunciado del ejercicio de que v €] — 7, 7] es innece-
saria. Dado o € R podemos definir para cada z € C\{0}

arg,(z) = Arg(z) N[, o + 27,
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es decir, arg,(z) es el tnico argumento de z que estd en el intervalo
[, o + 27].

Nétese que existe un unico k € Z tal que (2k — )7 < a < (2k + 1)7, y que
si llamamos o := o — 2k €] — 7, 7|, entonces

arg, (z) = arg, (z) + 2km, Vze C\{0}

y por tanto la funcién
arg, : C\{0} = R

es continua en C\{p(cosa +isena) : p > 0} y discontinua en la semirecta
{p(cosa+isenc) : p > 0}.
|

Ejercicio Resuelto 26.
Sea f: C — C la funcion dada por:
(1 +d) -yt (1 —d)

f(z) e st z=x+ 1y #

f(0)=0.
Estudia la continuidad y la derivabilidad de f.

Solucién.

Las funciones parte real u y parte imaginaria v vienen dadas por:

( 3 3

uwy) =y siley) £ (0,0
u(0,0) = 0

2+
v(w,y) = 212 si(z,y) # (0,0)
(0,0) = 0

Puesto que para (z,y) € R?\{(0,0)} se tiene que:
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34,3 3 3 2 2
wEy| _ ="+ Jyl x y
= <
22+ 42 22+ 42 x2+y2|x|+x2+y2|y| <zl +y|
se sigue que
lim  w(x,y)= lim w(x,y)=0

@nm00) YT @y)m(00)

Luego u y v son continuas en (0, 0)

Puesto que ambas son funciones racionales cuyo denominador no se anula
en R?\{(0,0)} se sigue que u y v son continuas en R% Por tanto, f es
continua en C

- Estudiemos la derivabilidad de f en 0.

3
9 6,0) = tim M6D =uO00) _pE
Ox t—0 t t—0 t
) 0,£) — u(0,0 t3
“0,0) = tim AOD =uO00) o TeE
0 t—0 t t—0 ¢
t3
v (0,0) = lim v(t,0) — v(0,0) i E -1
0 - t t—0 ¢
t3
@(0,0) = lim v(0:1) = v(0,0) =lim & =1
ay t—0 t t—0 t

Luego las parciales de u y de v en (0,0) verifican las condiciones de
Cauchy-Riemann. Notemos que, sin embargo, ni u ni v son derivables en
(0,0).

En efecto, la candidata a derivada de u en (0,0) es la aplicacién lineal
T : R? - R dada por

(z,y) = T(z,y) = (Vu(0,0)|(z,y)) = (L =D|(z,y)) =z —y

pero, para (z,y) € R?\{(0,0)}, la derivada direccional de u en (0,0) segtin
(x,y) vale

tS(mB—y3)
, o uw((0,0) +t(x, 1) —u(0,0) . EaEng P —y?
U((0,0),(Cﬂ,y)) _215141’% t _tg% t - $2+y2’
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y por tanto
u'((0,0), (z,y)) # T(x,y),

salvo cuando x = 0, o bien y = 0, o bien y = . Luego u no es derivable
en (0,0). Analogamente se prueba que v no es derivable en (0,0). En
conclusién, f no es derivable en 0.

- Estudiamos la derivabilidad de f en C\{0}.

Puesto que u y v son funciones racionales con denominador
2 +y? #0 Y(z,y) # (0,0),
se sigue que ambas son derivables en R*\{(0,0)} y

ou xt 4 322y? + 2293 ou —y* — 322y? — 2ya3
oxr (22 4 y2)? oy (22 + y?)?

ov x4 322y — 2xy° ou y* + 3y%x? — 2ya®

or (xQ + y2)2 8_y - (x2 + y2)2

Veamos si se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann:

0 0

gh_ v & x4+2:cy3:y4—2y:c3
% %

a2 s at =223 =yt 4 2y23
dy Oz

Sumando ambas expresiones se tiene

oh =yt
y restando
zyd = —ya?
de donde se sigue que
z=y=0.

Luego no se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann en ningin
punto de C\{0}, y por tanto f no es derivable.

En conclusién, f no es derivable en ningiin punto de C.
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Ejercicio Resuelto 27.
Sean Q un abierto de C y f € H(Y). Considérense Q* ={z € C : Z€ Q}
y f*: Q" — C definida por

Prueba que f* es holomorfa en 0.

Solucién.

Empecemos notando que puesto que la conjugaciéon compleja es un ho-
meomorfismo de C, también Q* es un abierto de C. Dado a € 2, y elegida
una sucesion {z,} en Q*\{a} convergente hacia a, teniendo en cuenta la
continuidad de la conjugacién compleja y la holomorfia de f en @ se sigue
que

() = (@) _ TG) — T@) _ (f(%) = f<a>>

Zn — Q Zn — Q Zn —Q

converge a f/(@). En consecuencia, f* es derivable en a y (f*)(a) = f'(a).
Variando a en Q* deducimos que f* es holomorfa en Q* y (f*)(z) = f/(2)

para todo z € Q*.

DE OTRA MANERA

Llamemos u y v a las partes real e imaginaria de f, y llamemos u* y v* a
las partes real e imaginaria de f*. Como f es holomorfa en 2 sabemos que
u y v son derivables en Q* y verifican las condiciones de Cauchy-Riemann.
Puesto que f*(z) = f(Z) se sigue que

u (z,y) = ulz,—y) vy v(z,y) = v, —y).

Luego la derivabilidad de u y v en €) repercute en la derivabilidad de u* y
v* en Q*. Ademads, ya que

G (z,y) = Gz, —y) G (x,y) = =G4 (x, —y)
G (w,y) = —52(x, —y) G (@,y) = 3e(x, —y)

las condiciones de Cauchy-Riemann para u y v dan las condiciones de
Cauchy-Riemann para u* y v*. Luego f* es holomorfa en Q*. Ademaés,
dado z = x + iy € 2" sabemos que

/ ou* Ov* 0 , 0
(F)(2) = S (ay) + i (,y) = 5 (@, —iy) — i (a, —y) =
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ou

a1 @(f’% —y) = f'(z —1iy) = ['(2).

x)_y) +Z@x

Ejercicio Resuelto 28.

Sea f una funcion compleja definida en un abierto no vacio  de C y sea
zo=a+1ib € Q . Pongamos u = Re (f), v=1Im (f) y supongamos que u y
v son derivables en (a,b). Prueba que si existe el limite

f(2) =~ f(z0)

Z— 20

lim
z—20

entonces, o bien f o bien f es derivable en zp.

Solucién.
Como por hip6tesis u y v son derivables en (a,b), si llamamos:

ou ou ov ov
o= a—x(a, b), B= a—y(a, b), v= %(a, b), §= 8_y(a’ b),

las aplicaciones derivadas de u y v en (a,b) vienen dadas como sigue:
Du(a,b) : R? — R es la aplicacién lineal dada por

Du(a,b)(z,y) = (Vu(a, b)|(z,y)) = ((a, B)|(z,9)) = ax + By.
Duv(a,b) : R? — R es la aplicacién lineal dada por
Du(a,b)(z,y) = (Vo(a,b)|(z,y)) = (7, )[(x,y)) = vz + dy.
Escribamos, para cada z = x 4+ iy € Q\{20},

Du(a,b)(x — a,y — b) + iDv(a,b)(z — a,y — b)

Cy =

|z — 2o
y notemos que:
f) = fo) _ _ulwy) —ulab) £ilv(ey) —v(ab)
|z — 2] : |2 — 20l ’

u(z,y) —u(a,b) — Du(a,b)(x — a,y — b)

15 — (@ )] "
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. v(z,y) —v(a,b) — Dv(a,b)(z — a,y — b)
(2, y) = (a,0)]] ’

Yy que por tanto
. (f(Z) — f(z0) _ > .
z—20 |z — 20|

Como quiera que

f(z) = f(20) (f(z) — f(20) _cz> ;

cy =
|z — 2o |z — 2o
y por tanto
‘f(z)_f(ZO) - 'f(z)_f(ZO) —c,| < ’Cz’ <
z— 2o |z — 2o
f(z) = f(20) N f(z) = f(20)
Z = %0 |z — 20| ik
se sigue de lo anterior y de la hipdtesis que
3 lim |c,| = lim 7]”(2’) — f(0) ,
Z—20 z—20 Z— 2

y por tanto también,
3 lim |e.|%
z—20

Como quiera que

o ’2 _ Du(a,b)(z — a,y — b)?> + Dv(a,b)(x —a,y — b)? _
: (x—a)?+ (y—b)?

_ ol —a)? + B2 =) + 208 — )y = b) + 12 (e — @) + 62y = D)2 + 296 —a)(y = b) _
@—a)?+ (v —-b?

_ (@ +9?) (@ —a)* + (B2 + 8%)(y — b)* + 2(aB +70)(x — a)(y — D)
(x —a)* + (y — b)?

se tiene que

lim |c.|* = o® + 77, lim les)? = 5% + 62

y=b T=a
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1
limb . le.|? = 3 (@ + %) + (8% + 6%) +2(aB + 79)] -
r—a=y—b—

La existencia de limite global da que los anteriores limites direccionales
coinciden, y por tanto

{Q2+’Y2:ﬁ2+52 = a2—52—(ﬂ2—72): } N
af+v0=0 = B+)(a+6)+(a=8)(B—-7)=0

[(a=0)+i(B+)] [([a+d)+i(B-7)]=0 =
Ahora se pueden dar dos posibilidades:

(a=086)+i(f+7)=0 = a=06 [=-—v = fesderivableen z

6

(a+d0)+i(B—v)=0 = a=-6, B=v = fes derivable en z

Ejercicio Resuelto 29.
Calcula una funcion f € H(C) tal que
Re f(z +iy) = 2* — 62%y* + ¢*
para cualesquiera z,y € R. Si se exige que sea f(0) =0, entonces dicha

funcion es unica.

Solucién.
Escribamos

u(z,y) =Re f(z+iy) =a* —62%° +y' vy o(z,y) =Im f(z+iy).

Como 5
au_ 423 — 12292,
ox
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y por las condiciones de Cauchy-Riemann

ov  Ou

oy 0z
se sigue que
v(z,y) = 42’y — dzy® + (),

para conveniente funcién derivable .

Por tanto,
v 2 3
— =122y — 4 '(z).
5 7y —4y° + ¢'(2)
Puesto que
0
S —122%y + 493,
Ay
y de nuevo por las condiciones de Cauchy-Riemann
ou v
oy Oz’

se deduce que ¢'(z) = 0,Vz € R.
Luego existe a € R tal que ¢(x) = a para todo x € R. En consecuencia,
flx+iy) = 2t — 622y +y* +i(423y — 4ay® + a) = (z + iy)* + ia.
Luego las funciones que verifican el enunciado son las funciones

f(2):=2"+ia (a€R).

Si f(0) = 0, entonces obligadamente a = 0, y por tanto

f(z) =2
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1.5.2. Ejercicios Resueltos (pp. 51-52)

Ejerc. 30 - 40
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Ejercicio Resuelto 30.

Calcula la funcion limite puntual de la sucesion de funciones

fa(2) = n(¥/z - 1)
donde /z indica la raiz n-ésima principal de z.

Solucion.
Dado z € C\{0}, sea § = arg(z), y notemos que

falz)=n (¥z 1) :n(" E (cos%—i—isen%)—l) _

0 0
n(" |z cos——1> +in?y/|z| sen—.
n n

Estudiemos el limite de las partes real e imaginaria
0 0 0 0
\ cos——1) = v cos— —cos—+cos——1) =
w (VR cos 7 1) = (VR cos s —oos % con 1)
0 0
n({‘/\z! - 1) cos—+n <cos— — 1) =
n n

:n<m—1)cos%+9%

9
n
Puesto que
n(y/|z] = 1) — log|z| ( por la regla 1°°)
cos— — 1
n
cos & — cosx — 1
———— =0 yaque lim——— =cos'(0)=0
. Z z—0 X

n

se sigue de lo anterior que
N 0
n( |z cos——1] — loglz|.
n
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Por otro lado, escribiendo

0 sen £
ni/|z| sen — = {/]z| 0 —5"
n

n

y teniendo en cuenta que

Y/ |z| — 1 por el criterio de la raiz

0
sen (= senx
Q(") — 1 ya que ili% = sen’ (0) =1
n
vemos que
0
ny/|z| sen— — 0.
n
Luego

fu(z) — loglz| +i6 =log z.

Ejercicio Resuelto 31.
Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

Sr(Em) e

n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Solucién.
Convendria empezar estudiando la serie de potencias

1
LSS
n
n>1
Como .
—5 n
"TH -
= n—+1
n

)

se sigue que R =1, y por tanto, dicha serie converge absolutamente en
D(0,1) y converge uniformemente en los discos D(0, p) con 0 < p < 1. En la
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circunferencia unidad, es claro que no converge en z = 1, sin embargo, para
z# 1, (esto es, z = cosf + isenf con 0 €] — 7, m]\{0}) tenemos que

1, 1 , 1
Z St = Z - cos(nf) + i Z - sen (n@)
n>1 n>1 n>1
y como quiera que las series

Z cos(nb), Z sen (nf)

n>1 n>1

1
tienen sumas parciales acotadas (Ejercicio resuelto 14 (pag. 18)) y {—} \, 0,
n
se sigue por el Criterio particular de Dirichlet (p. 29) que ambas series

convergen.
Pasando al estudio de la serie del enunciado, nétese que la aplicacién

p:C\{2¢} — C\{-2i}

2= oe(x) = Fm

es una biyeccién biholomorfa cuya inversa es:

e l:C\{-2i} — C\{2i}

O
Cilculo de ¢!
2z —1 (2 4iz) = 2 - ow 4 9 .
w = ;oW iz) =2z —14; 2w+ izw =2z — i
241z’ ’ ’
2w+
2w +i=2(2—iw); =
w+i=2(2—1iw); z 5w
Ademds, si |z|] = 1, entonces:
2z —1 2z —1 12z —1 1 |22 —1
lp(2)] = === =1
2+ iz 22z + iz 22Z+1 || |22 —1
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o=1(2)] 2z +1 2z +1 122+ 1 |2z24¢
z — = = |— e — —
? 9 —iz| |2:2—iz| |222—1i| 7| |2z+:
Luego ¢ deja invariante la circunferencia unidad.
Puesto que ¢(0) = —% € D(0,1), por motivos de conexién, se sigue que

¢(D(0,1)) =D(0,1) vy  ¢(C\D(0,1)) = C\D(0,1).

En conclusién, teniendo en cuenta el estudio de la convergencia de la serie

1
Z —2z" podemos afirmar que la serie del enunciado:
n>1 n
Converge absolutamente en D(0,1)
Converge uniformemente en D(0,p), 0<p<1
Converge puntualmente en todo punto de C'(0,1), excepto en el punto

24
2

3 4
—1 .
1 = — —_
v (1) 5—1—51

No converge puntualmente en C\D(0, 1).

Ejercicio Resuelto 32.

Justifica que la serie
n

Z:l (1 _ Z”)(l _ Zn—i—l)

n>

converge absoluta y uniformemente en los compactos contenidos en D(0,1) y
en los compactos contenidos en C\D(0,1). Calcula la suma de dicha serie.

Solucion.
Veamos que converge absoluta y uniformemente en D(0,p) (0 < p < 1).

Si |z] < p, entonces

R e e S I
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y por tanto

n n

0
ST

‘ (1- Z”)?l — 2"t

Como quiera que la serie numérica

7

Pt 1 n
DB R (=

es convergente (serie geométrica de razén p < 1), por el criterio de la ma-
yorante de Weierstrass (p. 45), la serie de funciones del enunciado converge

absoluta y uniformemente en D(0, p).

Veamos que la serie converge absoluta y uniformemente en C\D(0, p)
para 1 < p < +o00.

1 1

Si |z] > p, entonces |—| < —, y usando las mismas cotas que antes tenemos
z T p

que

n 2" 1|+l (l)n—i—l
z _ Z2n+l _ |Z| < p
— N _-n+1 =
(=22 A0 [ = D — 1)~ (=57

Como quiera que la serie

P 1 n
DD (s B

. . 1 .
es convergente (por ser una serie geométrica de razén — < 1), se sigue por

(l)nJrl 1
P

el criterio de la mayorante de Weierstrass que la serie de funciones del enun-
ciado converge absoluta y uniformemente en C\D(0, p) (1 < p < 400).

Calculemos la funcién suma

f:C\C(0,1) — C

n

S OEDY 1- z”)?l — ot

n=1

Nétese que para z € C\C(0,1) y para cadan € N
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2" (1—2)z"

(1—2n)(1 — 2zt (1 —2)(1 —27)(1 — 2ntl)

1 P zn+1 1 (1 _ z”+1) _ (1 _ Z”)

1—2z (1—2zt)(1 =27t 1—2z (1—27)(1 — 2t

1 1 1
1l—z\1—27 1 —ntl )’

Por tanto

g " 2" 1 1 1
n_kil(l—zk‘)(l—zk“)_l—z 1—2z 1—zntl)”

Puesto que para |z| < 1 se tiene que {z"*1} — 0, se sigue que

Para |z| > 1 se tiene que {2""!} — oo, y por tanto {Tlnﬂ} — 0, se sigue
que

1
Luego
ﬁ si|z] <1
flz) =
1 .
e si|z|>1

Ejercicio Resuelto 33.
Justifica que la serie

n 1
2V

n>1

converge puntualmente en C\Z~. Indica conjuntos en los que hay conver-
gencia uniforme.
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Solucién.
Veamos que para cada p > 0 la serie converge uniformemente en

A, = D(0,p)\Z.
Puesto que para cada z = z + iy € C\Z™ se tiene que

1 r+n—1iy z+n 4 —y
= = 7
z+n  (x4+n)2+y2 (x+n)2+y> (r+n)?+y?
nos bastard verificar la convergencia uniforme en A, de las series parte real
y parte imaginaria, incluso renunciando en ambas a un nimero prefijado de

términos iniciales. Concretamente, si

m =min{k € N : p <k}

vamos a demostrar la convergencia uniforme en A, de las series:

n Tr+n n Y
(1) Z(—l) +1m y (2) Z (—1) Ginlig?

n>2m

Estudiemos en primer lugar (2):
Puesto que Vin > m+1 y Vz =z +iy € A, se tiene que

lyl < p
Yy
z4n|>n—|zl>2n-p>0 = (z+n)’+y*=|z+n>>(n-p),

se sigue que Vz = x + iy € A, se verifica que

D

n>m+1

(1) ——=

(x +n)2 + y2

IN

P
U

n>m+1
. . 1
Como quiera que la serie E — converge y
n

o pn’
lim 20— i
n—oo n—oo (n — p)2

=P
2

por el criterio de comparacién por paso al limite, se sigue que también la
serie E % converge.
(n—p)
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Ahora, por el criterio de la mayorante de Weierstrass, se sigue que la
serie (2) converge absoluta y uniformemente en A,.

Estudiemos ahora la serie (1):
Noétese que para cada numero real prefijado y, la funcién

t
Ty

es estrictamente decreciente en el intervalo ||y|, +oo[ y tiene

. t
Im —— =
t—+oo 12 + y2

Concretamente, su grafica es:

Nétese también que si z =z +iy € A, y n > 2m, entonces:

r+n>x+2m>—p+2m>m> |yl

luego, por la anterior observaciéon, la sucesiéon

r+n
(x +n)2 + y2
es estrictamente decreciente y convergente a 0. Por tanto, por el Criterio de
Leibnitz, para cada z = z + iy € A, la serie

n r+n
2 (1) (z +n)? +y?

es convergente.
En este momento recordemos que es bien conocido y ficil de probar que
si {z,} es una sucesién de numeros reales positivos que es decreciente y
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convergente a cero, entonces para todo n € N el resto n-ésimo de la serie
alternada E (—=1)"x,, estd mayorado por z,41, esto es

o0

> (=D,

k=n+1

< Tpta-

Este hecho nos permite probar la convergencia uniforme de la serie (1)
en A, ya que para cada n > 2m y para cada z = x + iy € A, tenemos que

[e.o]

Z(_l)kH x+k r+n+1 <
A G R+ | S eant D242 =
r+n+1 1 1

= <
(z+n+1)? z4+n+1  —p+n+l
Asi, la sucesién de restos converge uniformemente a 0 en A,, y por tanto
la serie (1) converge uniformemente a su suma en A,,.
Finalmente, de la convergencia uniforme de la serie del enunciado en los

conjuntos A, con p > 0 se deduce la convergencia puntual de dicha serie en
C\Z".

Otros conjuntos de convergencia uniforme

Dado a con § < a <, veamos que la serie converge uniformemente en
el sector angular

Sa :={2€C:larg(z)| < a}.

Nétese que para cada n € N se tiene que

dist(—n, Sy) = nsen (7 — ).
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Luego, para cualquier z € S,

D

n>1

1 1
z+n_z—|—n—|—1‘ Z|z—|—n||z+n+1| Z n?sen? (r — )’

. . 1 o
Como quiera que la serie E es convergente, por el Criterio
n

n?sen? (m — «)
>1
de la mayorante de Weierstrass, se sigue que la serie

1 1
> \
nz

/ z+n_z+n+1

es uniformemente convergente en S,.
Ademas, para todo z € S,, se tiene que

1
z+n

1

0.
~ nsen(m — «) -

Luego la sucesion
Finalmente aplicando el criterio general de Dirichlet (Ejercicio 46, pég.
58), tomando las sucesiones {f,} y {g»} dadas por

1
z4+n’

faz) = (=)™ g gul2) =
obtenemos que la serie

n 1
Z(—l) +1Z+—n

n>1

converge uniformemente en S, .

Ejercicio Resuelto 34.
Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

(a) > (1 + #)n 2"

n>1

() 3 (n+am) 2"

n>0

54



(c) D n*e"a"

n>1

Solucién.

(a) (1 + #)M 2"

n>1

gﬂg]:,d(1+(—$w>n::<1+(_;w>n

Como quiera que

m 2n—1

4o 15 B
_ — - -
on © v 2n — 1 ‘

se sigue que

L 1
lim,n/|cn|:6 = R=-
(&

(b) Y (n+a") ="

n>0

o1 [n+14a"
cnl In + a”|

Si |a| < 1, entonces

1+1 422
’Cn+1’:’ n nn‘ — 1, luego R=1
‘Cn‘ |1+%|

Si |a| > 1, entonces

enn| _ Lo +1] :
|Cna1] _ an“ T la|, luego R=—.
el 1227 + 1] al

(© Y neren

n>1
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logn logn (
1n/|cn|:nn :enlOgnze ﬁ

Por la escala de infinitos

logn
1 =0,
vn
luego
lim V/|c,| =€’ =1,

y por tanto R = 1.

Ejercicio Resuelto 35.
Los radios de convergencia de las series

Z an2" Y Z bp2"

n>0 n>0

son respectivamente Ri, Ro con 0 < Ry, Ry < +00. ;Qué se puede decir de
los radios de convergencia de las series

Z(an + by,)2" y Z anbp 2" 2.

n>0 n>0

Solucién.
-Es claro que la serie de potencias E (ap, + by)2" tiene radio de convergencia
n>0

R Z min{Rl, RQ}

y que, para todo z con |z| < min{R;, Ry} se verifica que

oo oo oo
Z(an +b,)2" = Z anz" + Z bpz".
n=0 n=0 n=0

Puede darse la igualdad: Por ejemplo, si b,, = g—Z, entonces Ry = 2R, mien-

tras que R = R

Puede darse la desigualdad estricta: Por ejemplo, si b, = —a,, entonces
Ry = Ry, mientras que R = 400
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-Puesto que para cada n € N se tiene que

Vl0anbn| = /|an| 3/ |bnl

se sigue inmediatamente que

lim Y/ Janby| < (1im 3/ ]an|) (lim /|b,|)

de donde, pasando a inversos, se obtiene que la serie E a,bpz" tiene radio
de convergencia

R>RiRy
Puede darse la igualdad: Por ejemplo, si b, = a,, entonces Ros = R; y
R = R1Rs.

Puede darse la desigualdad estricta: Por ejemplo, para las series Z 220y

Z 22" e tiene que, Ry = Ry = 1y la serie producto es la constantemente
cero, y por tanto R = 4o0. [ |

Ejercicio Resuelto 36.
Sabiendo que el radio de convergencia de la serie

E 2"
n>0

es R, con 0 < R < 400, calcular el radio de convergencia de las series:

(a) ancnz” (ke N)

n>0

(b) Y e

n>0

(c) Zcﬁz" (k € N)

n>0

(d) D (1+a")cnz" (a€C).

n>0
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Solucién.

(a) ancnz" (ke N)

n>0
Puesto que Vnk — 1, se sigue que
1

lim {/nk|c,| = lim {/|c,| = Ve
y, por tanto, E nPe,2" tiene el mismo radio que E cn 2"
n>0 n>0

(b) Y 75"

n>0

Puesto que
(n+1)!

' =n+1— +oo,
n!

por el criterio de la raiz V/n! — +oo, y por tanto, como {/|c,| estd acotada,

nflcnl \/ |cnl

— = — 0.
n! vn!

. . Cn
Luego, el radio de convergencia de E —'z” es 4o00.
n!

n>0

(€)Y ezt (keN)

n>0

k
Puesto que {/|ck| = (\”/ \cn]) , de la continuidad de la funcién z — =¥,
se sigue que

_ _ k
lim {/|ck| = (lim \”/|cn|> .

Luego, el radio de convergencia de g cﬁz" es R
n>0
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(d) Y (1 +a"enz" (a€C)

n>0

Si |a|] < 1, entonces |a|™ — 0, por tanto a — 0, y por consiguiente

|1+ a™
|1+ an|

Ahora, por el Criterio de la raiz,
VI1+am — 1.

Por tanto, o o
lim {/|1 + a™||e,| = lim Y/ ey,

y en consecuencia, el radio de convergencia de la serie E (14 a"™)c"2" sigue

n>0
siendo R.
. 1 1
Si |a| > 1, entonces ﬂ < 1, y razonando como antes — — 0. Luego

a a

11+a™*! |z +al al

g —_— a7

L+a" | +1]

y por el criterio de la raiz

VI +ar] — lal,

y por tanto

lim /|1 + a”||c,| = |a| lim {/|c,|.

Luego el radio de convergencia de la serie g (1 +a")c,2" es en este caso
n>0
R
lal’

Si |a| = 1, entonces |1 4+ a"| <1+ |a|™ = 2, y por tanto

_— e 1
im ¥/]1 + a”||c,| < Tm /2 Tm /e, | = I

Luego el radio de convergencia de la serie Z(l + a")c, 2" es mayor o
n>0
igual que R.
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Ademsds puede ser estrictamente més grande. Piénsese en el caso a = —1

vy ¢, = 0 para n par.
|

Ejercicio Resuelto 37.
Estudiar el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de las

series de potencias:

1 1 1 2"
(a) Z(1+Z+§+"'+ﬁ)—n

n>1

11 1\ 2"
D) (14s+c++=)=.
(b) <+2+3+ +n>n

n>1

Solucién.

(R R O E

n>1
ntl 1) 1 nt+l 1
Cntl ( k=1 k2) ntl 2 k=1%2 no
= = =" / =
Dh—17z Vol

Cn (ot 72) ﬁ
1
G2k n
1+ — 1.
< k=1 k_12> n+l

Luego el radio de convergencia es R =1

- La serie no converge en z=1, ya que

1< 1+1+ +1 !
N 4 n? ) \/n

1
y la serie armonica E — 11O converge.
nz2

- Veamos que {c,} converge a cero y es decreciente.
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n
1
Llamando a, = Z 2 y bp = \/n, tenemos que
k=1
1

Gng1—0n _ Grz 1 (nt+l4Vn)
bot1—bp  Vn+l—-yvn (m+1)? n+l-n

n 1 1 1
i T = ()

luego, por el Criterio de Stolz, {c,} — 0.

- Veamos que Vn € N ¢, 11 < ¢, esto es:

(1+...+(ni1)2> \/nl—ﬂ< <1+...+%> %

equivalentemente

CESvvEa <”"'+$> (%an—H)

Para ello es suficiente que

1 1 1 1
<__
(n—|—1)2 vn+1 n  Jn+1
= <3/1+ 1
(n+1) n
+ ! 1—|—
(n+1)2

(n+1)?+1<(n+1)?
(n+12+1)* < (n+ 1D+ )
(n—|—1)4—|—2(n—|—1)2+1<(n+1)4+(n—|—1)4%

2n(n+1)2 +n < (n+1)*



on3 4+ 4n? + 2n < n4+4n3—|—6n2—|—4n+1,
lo cual es claramente cierto.

Ahora, por el Teorema de Picard (Ejercicio 49), la serie converge en

C(0,1)\{1}.

Luego el radio de convergencia es R = 1.

La serie no converge en z = 1, ya que:

1 1 1\ 1
e B e R S
n 2 n/n

. . 1
y la serie arménica E — no converge.
n
- Veamos que {c,} converge a cero y es decreciente.
n

1
Llamando a,, = Z zY b, = n, tenemos que
k=1
1
Ont1l — On _ n+1 _ 1 -0
bnt1 — by n+l—-n n+1

luego, por el criterio de Stolz, {¢,} — 0

- Veamos que Vn € N c¢,41 < ¢y, esto es:

LT S S
2 n+1l/n+1 2
= < 1+1+ +1 L !
(n+1)2 2 n)\n n+l
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Para ello es suficiente que

1 1 1

7< —
n+1)? n n+l

1 1
12 S nnt )

n(n+1) < (n+1)%

lo cual es claramente cierto.
Ahora, por el teorema de Picard (Ejercicio 49), la serie converge en

C(0,1)\{1}.

Ejercicio Resuelto 38.

Justifica que la serie Z anz" donde
n>0

1 -1
asn = —, ag.3n = —, an =0 en otro caso,
n n

converge en todo punto del conjunto

2kmi

A={es :meN keZ}

Yy no converge en ningun punto de
B={e 3 :meN, kelZ}
Justifica que A y B son densos en la circunferencia unidad.

Solucién.
El radio de convergencia es 1 ya que

1 logn
2'3% — n3m — ez — 0 =

Dados n € Ny z € C notemos que
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2.3™ n

k 3k
SQ 3n E ak = (a3k2’3 + a2.3kz23 > =
k=1

i(%zgk 123k> Zkgk( 3’“>.

2jmi

Notemos también que si z = e3™ para m € N, j € Z, entonces:
k s —sk—m
Vk>m 25 =273 = 1.
Luego, Vn > m se verifica que
-1

1
K

3

Sa.an(2) = A1 -2

i
I

3n+1 1
53n+1(2) = SQ.gn (Z) + a3n+12 = 32.311( ) + ?
Por consiguiente, la sucesién de sumas parciales converge, esto es, la serie
converge, y ademas

m—1

Zan = Z %zgk(l —z?’k).
k=1

i (2j+D .
-Siz=e¢e 3" param € N,j € Z, entonces

Yk >m L3 _ @it lmiskm g

luego, Vn > m se verifica que

S
3

3k

Sa.3n(2) =
k

1
k:
1 k=m

y por tanto, la sucesién de sumas parciales no converge.

- Finalmente, nétese que los conjuntos

2k (2k‘ + 1)

—{—'meN,keZ} B ={~———:meN, keZ}
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son subgrupos aditivos de R tales que
inf(A’ NRT) =inf(4' NRT) = 0.

Luego por (*) (lo demostraremos a continuacién) A’ y B’ son densos en R.
Puesto que

Yok

o 5
I
5
I
QN

es sobreyectiva y continua, se sigue que

A= p(A) D p(A) = p(R) = C(0,1)

B =¢(B') 2 ¢(B') = ¢(R) = C(0,1),

y por tanto

Vamos finalmente a demostrar el siguiente resultado:

() Todo grupo aditivo S de R es discreto o denso. Concretamente, si S # 0,
y denotamos por ST = SNRY y por a = inf ST, entonces:

S =aZ (luego discreto) cuando « >0

Yy
S es denso en R cuando o = 0.

Demostracion.

Sea S un subgrupo aditivo de R. Es claro que

S=-stu{oyust
0.

y por tanto S =0 & ST =
Supongamos que S # 0.
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- Veamos que si a > 0, entonces:
S =aZ

2]

Puesto que a > 0, 0 es un punto aislado de S. Como las traslaciones
son homeomorfismos, se sigue que todos los elementos de S son aislados. En
consecuencia, @ = min ST, y por tanto aZ C S.

<]
Si zeS\aZ = |z|eSTN\aN = 3neN: (n-1ac<|z|<na.
Luego

O<lz|—-(n—1)a<a

|z| — (n —1)a € ST,
lo que contradice que a = inf S™.
- Supongamos que « = 0. Veamos que, para todo intervalo () #]a, b[C R
existe x € SN|a, b
En efecto:
- Si 0 €]a, b], la afirmacién es clara ya que 0 € S.
- Si Ja, b[C R distinguimos dos casos:

1) a=0.
En este caso el resultado se sigue del hecho de que 0 = inf ST conlleva,
que 0 es un punto de acumulacién de ST

2) a>0.
En este caso tomemos

yeSt ty<a, y<b—a y neN:ny<a<((n+1l)y.
Se tiene entonces que:
a<(n+l)y=ny+y<a+(b—a)=0.
- Si ]Ja,b[C R™, entonces | — b, —a|C R™, y por el caso anterior

dreS: —-b<zr<-—a
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luego

a<—x<b
|
Ejercicio Resuelto 39.
Expresa a E como suma de una serie de potencias.
-z
Solucion.
1 o0
T :Z:Oz", Vz € D(0,1).
n=

Derivando

1 o o0

m = ann—l = Z(?’L + 1)2”, Vz S D(O, 1)
n=1 n=0
Volviendo a derivar
2 (o] o
=5 = Z(n + Dnz"t = Z(n +2)(n+1)2", VzeD(0,1).

n=1 n=0

Luego
I i (n+9m+1) . DO, 1)
o 3 9 9 .
(1—2) = 2
|

Ejercicio Resuelto 40.
o0

Sea f(z) = chz” una funcion inyectiva en D(0,1). Prueba que, para
n=0

0<r<l, el drea del conjunto



es igual a

xD
WZ | en |2 P2,
n=1

Solucién.

Por el Teorema de inversién global (Teorema 3.36) f es una biyeccién
biholomorfa de D(0, 1) sobre f(D(0,1)), y por tanto la aplicacién

(2, y) — (u(z,y),v(z,y))

es un difeomorfismo de clase C! de D(0,1) sobre f(D(0,1)). Ademss, te-
niendo en cuenta la descripcion de la derivada de f y las condiciones de
Cauchy-Riemann, se sigue que el determinante jacobiano de dicho difeo-
mormismo viene dado por

ou Ou 2 2
2= 2 Oudv Oudv ou ou
Jdr Oy |_“*- v TRYY [ X% el —| . 2
‘ v g—; Ordy Oy oz <8:c> * <8y> | fe+iy) 77 0.

Dado r €]0, 1], por el Teorema del cambio de variable tenemos que

= = "o 41 2 x .
A(A(r))—/A(r)ldA—/DM|f< +iy) 2 d(zy)

Ahora, por el Teorema del cambio de variable, pasando a coordenadas po-
lares, tenemos que

A= [ 1) P de0)

Por el Teorema de Fubini

e = [ ( [ o1 cw) to=[ s ( | 1 cw) do.

Puesto que

oo
fl(z) = chnznfl, Vz € D(0,1),
n=1
por la férmula de Parseval (Ejercicio resuelto 51) se tiene que

1 s

2r ),

‘ f/(pezﬂ) ’2 do = ZnQ ’ en ’2 Q2(n—1).

n=1

68



Luego

A(A(r)) :/0 p (2”2”2 | en |? 92("1)> do =
n=1
277/ (Z n?| e, |? 92”_1> do.
0 n=1

o0
Nétese que la serie E n? | cn ]2 2?1 tiene igual radio de convergencia

n=1

oo
que la serie g cn 2" ya que

n=0

2n

Yt e P = (V)T (Veal) ™

2n

Vv 1
\/ﬁ_> ) y m— 1

__91’

y por tanto se tiene que
limsup *v/n?| ¢, |2 = limsup {/| ¢, |-

oo
En consecuencia, la serie g n?| e, | 22" converge uniformemente en
n=1
[0,7], v asi los signos de integral y de sumatoria se pueden intercambiar.
En conclusién,

xD r o0 1 T
_ 2 2 on-14 _ 2 2 on| _
AMA(r)) =27 ngln | cn | /0 0 do =2m ngln | cn | [_2129 ]0 =

o0 1 o
ZWE n2\cn\2—r2”:7rg n|ep |*
2n
n=1 n=1
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1.6.6. Ejercicios Resueltos (pp. 69-72)

Ejerc. 41 - 51
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Ejercicio Resuelto 41.
Calcula el modulo y el argumento principal de los nimeros

146 1—¢f  _ge®
donde 0] <7 ya > 0.

Solucién.

11+ ¢ = /(14 cos0)?+ sen20 = \/1 4 cos? + 2cos f + sen? f =
1 0 0
V2(1 4 cosf) =2 % :2cos§.

Para 0 # 47 se tiene que 1+ ¢ #£0 y ademds estd en el semiplano
derecho, luego:

arg(1 + €) = arct _send = arct tg _ Y
5 T\ Trcosg) TR B2) T2

11— e = /(1 —cos0)?+ (—senh)? = \/1+cos20 — 2cos  + sen? f =

1—
V2(1 —cosf) =2 L= cost =2

sen —
2

2

|

Para 0 # 0 se tiene que 1 — e % 0 y ademés estd en el semiplano dere-
cho, luego:

arg(1 — %) = arct —send arct sen 0 arctg |t o o
rg(l —e") =ar — | =ar 7 ) —ar Zy\_Z
& 8 \1T_cos & 1+ cos®’ 5\'873 2

donde
0—7 sif€lo,n]
0 =
0+m sife[-70]
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| —ae®?| = ale?| = a

A A T—0 si 0<0<m
arg(—ae') = arg(—e') =
T+0 si —7<60<0

Ejercicio Resuelto 42.
Calcula log z y Log z cuando z es uno de los nimeros siguientes

i, e, e 1T 144

Solucién.

logi =log |i| +iarg(i) = logl + Zg = zg

Logi:{ig+2k‘m' keZ) = {i(g-i—anr) ke 7}

log(e') =i yaque i€F={xecC:—nw<Imz<7}
Log (') = {i + 2kmi : k € Z} = {i(1 + 2k7) : k € Z}

logle ™) = —1+i yaque —1+icF={2€C:—7m<Imz<r}

Log (e ™) = {~1+i+2kmi: k€ Z}={-1+i(1+2kn):kecZ}

3
log(—1+41i) =log| — 1+ +iarg(—1+1) :log\/i—f—iz7T
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Log (—1+1) = {log\/§+i(:%7T + 2km) 1 k € Z}.

Ejercicio Resuelto 43.

1
Calcula log(—1 — i) —logi y log < : 1).
i

Solucién.

3 )
log(—1 — i) — logi = log V2 + i <_Z7T> - (logl—i—ig) :log\/i—iz7T

o8 (_11'_ Z> - log% = log(=1+1i) = IOg\/§+i%ﬂ.

Ejercicio Resuelto 44.
Calcula ' ‘ . '
[(=4)], 375 (=), (1+9)'.

Solucién.

[(_4)i] — ei Log (—4) _ {ei(log4+z‘7r+2k;7ri) ke Z} —

{ei(log4+z‘(2k+1)7r) ke Z} _ {6(2k+1)7r+ilog4 ke Z}.

31—i — e(l—i) log3 _ 6log3—z‘log3 — 6logi’)e—ilogfﬂ — 3(COS 10g3 — isen log 3)

((—’L)Z)Z _ (eilog(—i))i _ (ei(log 1—i%))z‘ _ (eg)z _
6iloge% 7

us ™ . ™ .
=e€e2 =Cos— +15en — =1.
2 2
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1+ Z‘)lJri — (L) log(1+d) _ (1+i)(log vV2+i §) _ Jlog vV2—F+i(f+logV2)

i; [cos (g +log\/§) + 7 sen (% +10g\/§>]

De otra forma:

(1 +i)1+i _ (1 —i—i)(l —i—i)i _ (1 +Z‘)eilog(1+i) _ (1 _i_i)ei(log\/ﬁ-i-i%) _

(1+ i)e_%'mog‘/§ = e i (1+41i)(coslog V2 + isenlog V2).

Ejercicio Resuelto 45.
1) Estudia, para z € C\{0} yn € N, las igualdades

1
a) log(e*) =z b) e =2 ¢ log(;) = —log z;

1
d) log({/z) = 8%, e) log 2" = nlog z.
n

2) Prueba que el logaritmo principal establece una biyeccion entre los con-
Juntos C\Ry y Q={2€C : -7 <Im z < 7}.

Solucién.
1)

a)

Si z = x + iy, entonces
log(e®) = log |€*| + i arg(e®) = log e® + iarg(e®) = = + i arg(e?).

Luego la igualdad log(e*) = z equivale a y = arg(e®). Puesto quey € Arg (e®),
dicha igualdad se da si, y sélo si, —n <y <7

b)
elogz — gloglz|tiarg(z) _ cloglz| iarg(z) — |z|(cos(arg z) + isen (arg z)) = z.
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1 1 1 1 z
log(;) = log ;‘ + iarg(;) = log H +iarg(é) = —log |z| +iarg(z)
y
—log(z) = —log |z| —iarg(z).
Luego:
1 _ _
log(;) = —logz & arg(z) = —arg(z) & z € C\R, .
d)
; arg(z) 1
log(¥/2) = log(|=f ¢ 52) = log |z 4+ TEE) = Ligg oy 4 s 28]

1 1
! : = —log 2.
~(log || +iarg(2)) = —log 2

log 2™ = log |z|" + iarg(z") = nlog |z| + iarg(z")
nlogz = n(log|z| + iarg(z)) = nlog |z| + in arg(z).
Luego:

logz" =nlogz < arg(z")=narg(z).

Como quiera que narg(z) € Arg(z"), se sigue que lo anterior equivale a

T
—m <narg(z) <7 & —— <arg(z) <
n

313

2)

Sabemos que log(€2) € C\R; y que exp(C\R;) € Q. El hecho de que
ambas son inversas se sigue del estudio de las igualdades a) y b) del apartado
anterior.

|
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Ejercicio Resuelto 46.
Con una interpretacion adecuada de la suma justifica que

Arg (zw) = Arg(z) + Arg(w)  Log(zw) = Log(z) + Log (w).

Solucién.
277 es un subgrupo aditivo de R y en el grupo cociente R/277Z se tiene que

arg(z) + 2nZ = Arg(z), Vz e C.
Notemos que en el grupo cociente se verifica que
Arg (zw) = Arg(z) + Arg(w) (z,w € C).
En efecto, ello es consecuencia de que

arg(z) € Arg(z), arg(w) € Arg y arg(z)+arg(w) € Arg (zw).

También 27iZ es un subgrupo aditivo de C, y en el grupo cociente C/27iZ
se tiene que
log z + 2miZ = Log (z), Vz € C.

Notemos que en el grupo cociente se verifica que
Log z + Logw = Log (zw) (z,w € C).
En efecto, ello es consecuencia de que

log z € Log z, logw € Logw
log z + logw = log |z| + i arg(z) + log |w| + i arg(w) =

log |2] + log |w]| + i(arg(2) + arg(w)) =
log |zw| 4 i (arg(z) + arg(w)) € log |zw| + ¢ Arg (z2w) = Log (zw).
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Ejercicio Resuelto 47.
Estudia, interpretindolas convenientemente cuando sea mecesario, las si-
guientes tgualdades

a) Log [a’] = bLog (a), b) logla’] = bLog(a), c) log(a’) = bloga.

Solucién.

a) Log [a’] = bLog (a)

Notemos que

elogla’] _ [ab] = cbloge = Tog [ab] CbLoga + 2miZ

cbloga _. [ab] = bLoga C Log [ab]-

Luego, ambos conjuntos producen en el grupo cociente C/27iZ el mismo
conjunto.

Sin embargo, ambos conjuntos no son iguales en general. Por ejemplo:
Sia=e* yb=1, entonces

bLoga = i{2m +2kmi : k€ Z} = {2km + 2mi : k € Z},
luego
[ab] _ ebLog (a) _ {e2k7r+2m' ke Z} — {62k7r€2m' ke Z} _ {62k7r ke Z}

y
Log[a’] = Log {e**™ : k € Z} = {2kn + 2lmi : k,l € Z}.

b) log[a’] = bLog (a)

Ya que en el grupo cociente C/2miZ se verifica que
log[a®] 4 2miZ = Log [a”]
se sigue del apartado a) que

log[a®] 4 27miZ = bLog (a).
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Sin embargo, conjuntistamente se tiene que

log[a”] # bLog (a)
asi, en el ejemplo anterior

bLoga = {2km +2mi : k € Z}

logla®] = {2kn : k € Z}.

c) log(a®) = bloga

Puesto que e?1°8% = 4° se sigue que bloga € Log (a’), sin embargo blog a

no tiene por qué ser el logaritmo principal de a’ como muestra el ejemplo
anterior:
o .
log(a®) = log(e'1°8 ™) = log(e*™) = log1 = 0

bloga = 2m1.

Ejercicio Resuelto 48.
Sean a € C y {z,} una sucesion de complejos no nulos verificando que
{lzn|} — +o0. Justifica que

{(1+%>2n} Lens {zn (aﬁ - 1)} —loga (a0)

Solucion.
Sabemos que, dado a € C\R,, se verifica que

& -1 n+1
log z =loga + g L
n

a’I’L

(z—a)", Vze D(a,pa)
n=1

donde
la] si Rea>0

Pa =
Ima| si Rea <0
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En particular, tomando a = 1, tenemos que

= (_1)n+1 n
logz=Y» ~———(z—1)", Vz€ D(1,1).
n
n=1

Como consecuencia

1 =y .
og(1+2) " Vz € D(0,1)
n=1
Luego
oo
a (_1)n+1 1
. og(l+z2)=a+a 5 P

n=2

a+ ai 5:)"2”, vz € D(0,1)\{0}.

Si llamamos f a la funcién suma de la anterior serie, esto es

f:D(0,1) — C
: o f2)=atay, Con

sabemos que f es holomorfa en D(0, 1), y en particular continua en 0, luego
lim f(z) = f(0) = a.
z—0

Puesto que
fz) = glog(l +2), Vze D(0,1)\{0},

se sigue que también
a
lim — log(1 = a.
zli% V4 Og( + Z) a

Si {|zn|} — 400, entonces {i} — 0, luego por lo anterior
Zn

% log(1 + i) — a,

zZ
Zn n

esto es
a
zplog(l+ —) — a.
z

n

En consecuencia, teniendo en cuenta la continuidad de la exponencial,

a a
1+ —)"= e 1os(+50) _, ga
Zn
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- Supongamos ahora que a € C\{0}. Sabemos que Vz € C\{0}
1

1 X (loga)” >, (log a)*t!
1) == zloga_lz_ n_
z(a ) Z(e ) an:l TR oga—i-z

(n+1
Sea g la funcién suma de la anterior serie de potencias
g:C — C
1 n+1
2 gz) =loga+ Y, S8
Sabemos que g es entera, y por tanto
lim g(z) = ¢(0) = loga.
z—0
1
Puesto que g(z) = —(a* — 1),
z

Vz € C\{0}, también

1
lim = (a® — 1) =1
zlir(l)z(a ) 084

1
Si {|zn|} — +00, entonces {—} — 0, luego por lo anterior
Zn

1, 1
—(a= —1) — loga,

S

esto es

1
zp(az — 1) — loga.

Ejercicio Resuelto 49
Prueba que

o (1+)—iﬂ" vz € D(0,1)
g z —n:1 - 2", z ,1).
a) Deduce que para todo 6 €]

0 e n+1
(nf) = log(2 cos =
2 ~———— cos(n#) = log(2 cos 2) Yy Z

7| se tiene:

sen(nf) =
n=1
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b) Cambiando z por —z, deduce que para todo 0 €]0,2x[ se tiene

. cos(nd) 0 . sen(nf) w—6
; p :—log(2sen§) Yy ngl =5

Solucién.

Sabemos que

= (1
log(z) = log(a) + Z oAt (z—a)", Vze D(a,04),

n=1

donde
B | a| si Re(a) >0
€= |Im(a)| si Re(a) <0

En particular, tomando a = 1, tenemos que

log(z) = i % (z—1)", VzeD(1,1).

n=1
En consecuencia,

oo -1 n+1
log(l1+z) = Z = 2", Vze D(0,1).

mn
n=1

DE OTRA MANERA
Consideremos la funcién f(z) = log(1 + z). Puesto que el més grande
abierto de C en el que la funcién logaritmo principal es holomorfa es C\Ry,
por la regla de la cadena, y teniendo en cuenta que la funcién z — 1+ z es
una biyeccién biholomorfa de C en C que aplica | — 0o, —1] en Ry, se sigue
que el mas grande abierto de C en el que f es holomorfa es

Q=C\] - o0, —1].

Por el Teorema de Taylor f se puede escribir en D(0, 1) (el méas grande disco
centrado en 0 y contenido en §2) como la suma de la serie de Taylor de f en
el punto 0. Puesto que




y puesto que

1 =
T :T;)z ,  Vze D(0,1),
se sigue que
1 o0 o
f'(z) = T D (=)= (-1"z", Vze D(0,1).
n=0 n=0

Como f(0) =log 1 = 0 se sigue que

n=0 n=1

para todo z € D(0,1). Asi pues, el desarrollo de Taylor de f centrado en 0

[S]
(_1)n+1

oy =y

n=1

para todo z € D(0,1).

a) Por el apartado anterior la serie converge en D(0,1), y por tanto su radio
de convergencia R es mayor o igual a 1. Puesto que

’Cn-i-l’: n
| cn | n+1

se sigue del Criterio del Cociente que R = 1.
Como la sucesién de coeficientes de la serie de potencias
oo
1
> 5
n=1 n

es una sucesiéon de numeros reales que decrece a cero, por el Teorema de
Picard (Ejercicio Propuesto 49), dicha serie converge en todos los puntos de
la circunferencia unidad, salvo eventualmente en el punto 1. Puesto que

00 00
(_1)n+1 n __ 1 n
n=1 n=1

se sigue que nuestra serie converge en la circunferencia unidad excepto even-
tualmente en los puntos z tales que —z = 1, esto es, en el punto z = —1. En
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oco 1

tal punto nuestra serie es la serie —» " | =

la serie de potencias

que no converge. Resumiendo,

o
-1 n+1
n=1 n
converge en D(0,1)\{—1}. Ademss, por continuidad radial (Proposicién
1.45, Pag. 50) podemos concluir que

o
_ (_1)n+1 n
O =
n=1
para todo z € D(0,1)\{-1}.
Dado 6 €] — 7, 7|, se tiene que
0 . 1 . Y .
2 cos 3 els =2 i[elg + eflg]ezg =1+¢".

Puesto que % €] — 5, 5], y por tanto cosg > 0, se sigue que

' 0 0
14+ e |=| 2cos = |= 2cos -
|1+ |=| 0082] cos

arg(1 + ') = g

(Este calculo se hizo directamente en el Ejercicio resuelto 41).
Luego

; 0 0
log(1 + €¥) = log(2cos 5) +1 7

Por otra parte, puesto que para todo 6 €] — 7, [, se tiene que € # —1, se
sigue de lo anterior que

X _1\yn+1 ) © _1yn+l
10g(1+ei9):f(ei9):Z&(eﬁ)nzz( Hm oind _

n=1 n n=1 n
X 1\yn+1
Z % (cos(nB)) + isen(nh)) =
n=1
2L (—1)ntt X (_1\n+1
> costut) +i Y I sen(ud)
n=1 ne1
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Igualando las partes real e imaginaria se obtiene el enunciado

X 1\n+l o0 n+1
Z =0 cos(nf) = log(2 cos g) y Z sen(nf) =
n

n=1 n=1

b) Cambiando z por —z en el desarrollo de log(1 + z) obtenemos que

o0

1
log(1 — 2) — 2", VYze D(0,1).
“n

Tomando z = € = cos(f) + isen(f) para @ €]0, 27| se sigue de lo anterior
que

1 — 1
1 o - = _inf —
R MR o
n=1 n=1
- 1
Z (cos(nB)) + isen(nh)) =
n:l
i cos(n Z sen(nb)
—
n=1 n=1

Por otra parte, por el ejercicio resuelto 41,

0—m
2 M

; 0
log(1 — e) = log(2 sen(i) +1

de donde sin mas que comparar las partes real e imaginaria se sigue el
enunciado.
|

Ejercicio Resuelto 51. Férmula de Parseval

Supongamos que la serie chz" tiene radio de convergencia R € RT. Sea
n>0

f la funcion suma de la serie. Prueba que para cada r €]0, R| se verifica la

igualdad:

1 o it 12 G 2.2
— | fe")Pdt = fea*r"
2T 0 0
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Solucion.
Sea r €]0, R[. Notemos que las funciones sumas parciales n-ésimas de la

serie N
sn(z) = chzk (z € D(0,R))
k=0
satisfacen
‘Sn(rezt)’2 _ [Z ckrkelkt] [Z c—lrle—zlt] _ CkC_lTk+leZ(k_l)t,
k=0 =0 k=0 1=0
luego

2 n n 2
/ |5, (re™)|2dt = Z Z ck.c_lrkH/ k=Dt gy,
0

k=0 1=0 0

Puesto que, para cada n € Z\{0} por la regla de Barrow

2

. 1 . 1 .

/ ety — - eznt] (2)71' S [ez2n7r _ 60] =0
0 in in

mientras que, para n = 0 se tiene

2
/ 1dt = 2,
0

se sigue de lo anterior que

n

2m n
/ | (re™)|?dt = Z e |2 rRor = 27TZ |ex |22
0

k=0 k=0

Puesto que {s,} — f uniformemente en C(0,7), se sigue que también
{|sn|*} — | f]* uniformemente en C(0,7), luego

27 ) 27 )
/ |8n(1“e”)|2dt—>/ |F(re™) 2t
0 0
y, por tanto

21 ] S
/ |f(re™)Pdt =21 ) " |en [rP".
0

n=0
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Capitulo 2.

Teoria de Cauchy elemental.

pp- 75 - 110
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2.4.2. Ejercicios Resueltos (pp. 85-86)

Ejerc. 52 - 56
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Ejercicio Resuelto 52.

Calcula / P(z)dz, donde P(z) es una funcion polinémica.
C(a,R)

Solucién.
Si~y:[a,b] — C es un camino y f es una funcién continua en v*, se entiende
que

b
2dz = "(t) dt.
L £(2) / FOv () 78 dt

Empecemos notando el siguiente hecho:

- Si f es una funcion continua en C(a, R)*, entonces

Nds — —R2 f(z) >
/C(a,R) fz)d i /C(a,R) (z —a)? dz.

En efecto, en este caso:

vi|-mm7m] — C
t — 7(t)=a+ Re'

luego ‘
v (t) =iRe™, ¥Vt € [-m, 7,

y por tanto

7'(t) = —iRe™™  Vt € [-m, 7]

Por consiguiente

/ f(z)dz = fla+ Re™) (—iRe™ ™) dt =
C(a,R) -7
T L 'RBeit s ) _Z‘R3eit
Ret) Z2VC g = Re't . dt =
[ pta re T di= [ st R

P2 T flatRe™) 4 _ P2 f(z)
R / ((at Ret) —qpp @ H="0 /c<a,R) G af

A continuacién, pasamos a resolver el ejercicio:
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Escribamos

z) = Zak(z —a)*
k=0

Teniendo en cuenta el hecho antes comentado,

PzE:—Rz/ L ——Rz/ ag(z kzdz—
/C(a,R) (2) c(ar) (2 — Cla,R) § Z

Rzzak/

k 2dz = Rzzak/ Relt k=2 Re't dt =
C(a,R)

n

R2Zak/ Rk 1 zt (k—1) dt = ZRk+1aki /ﬂ- ez‘t(k‘—l) dt =

k=0 -

—R*a2mi = —R*P'(a)2mi.
Veamos mas detenidamente este iltimo paso: Dado m € Z

- 2 si m=0
/ e dt =
- 0 si m#0

En efecto:
Sim =0, es claro.

mt

Si m # 0, entonces — €™ es una primitiva de la funcién e, luego
m

T 1 N 1
/ eimt dt = — eimt:| - [eimﬂ o efimﬂ] —0.

—T

Este ejercicio también se podria haber hecho de otra manera: Cono-
ciendo la férmula de Cauchy para las derivadas:

/ P(z)dz = —R2/ PE g~ P (a)mi.
C(a,R) C(a,R) (2 — @)

94



Ejercicio Resuelto 53.
Seana € C, R>0, — 71 <a< <7y considérese

Ar={2€C : 0<|z—a| <R, a<arg(z—a) <}
Supdngase que f es una funcion continua en Ag tal que

lim (2 —a)f(2) = L € C.

s€AR

Para cada r con 0 < r < R considérese el arco v, definido por
Y(t) =a+ret (a <t <p).

Probar que

lim /% f(z)dz=1i(f — a)L.

r—0

Solucién.
Notemos que

L Z L o . .
dz = —————ire"dt= [ iLdt=i(8—a)L.
e 2 Q o aFrTet—a a

Luego:

L
lim / dz =16 —a)L.
r=0 /.. 2 —a

Veamos que

lim <f(z)— L )dz:O.
=0 /. zZ—a

[ 55) o

/ﬁ fla+ret)rett — L

rett

En efecto:

0<

/ f&GE-a)-L

Z—aQ

B
/ (f(a+re™yre — L) idt‘ <

ire't dt' =

«
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4 4 5,

max{|f(a+ ré®re ~ L] : a <t < p) / dt‘ _
max{|f(z)(z —a) = L| : z €%} (B —a).

Ya que, por hipdtesis,

lim (= - a)f(2) = L,
z€EAR

y en consecuencia
lirr(l)max{]f(z)(z —a)—L| : ze} =0,
r—

se sigue del desarrollo anterior que

[ f==) e

lim 3 (f(z)— L )dz:O.

r—0 zZ—a

lim
r—0

y por tanto

Finalmente, escribiendo

3 (z)dz:/r (f(z)—zfa> dz—i—/wzfadz,

se sigue de lo anterior que

lim /% f(z)dz =i(B — a)L.

r—0

Ejercicio Resuelto 54.
Sea f continua en el semiplano superior y tal que

Jim, f(2) =0.
Im 2>0

Prueba que si A > 0 y I'r es la semicircunferencia de centro 0 y radio R
contenida en el semiplano superior, entonces:

li Az dz = 0.
Ay, I
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Solucion.
Dado R > 0, llamemos

M(R) = max{|f(z)| : |z| =R, Im z > 0}.

Puesto que
lim f(z) =0,
Im 2>0
se sigue inmediatamente que
lim M(R)=0.
R—o0

Vamos a intentar acotar la integral del enunciado por una funcién de R que

converja a 0 cuando R — +o00.
/ ez/\Re f(ReZt)R’iQZt dt‘ <

/ e f(2) dz
I'r 0

at— [
0

iARe™ = iAR(cost +isent) = —ARsent + iARcost =

0<

eiAReit f(Reit)R,L-eit ei/\Re“

|f(Re™)| Rdt = ().

r

Puesto que

; i \ Reit _
=  Re(iARe") = —ARsent = piARE™ | _ —ARsent

)

se sigue que
(*) _ / e—)\Rsent ’f(ReZt)‘ Rdt < / e—)\Rsent M(R)Rdt —
0 0

M(R)R / e Misent gy =
0

M(R)R (/2 e_ARsent dt +/ e—)\Rsent dt) _ (**)
0 3

Haciendo, en la segunda integral, el cambio de variable s = ¢ — 5 obtenemos
que
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(+) = M(R) R (/2 e ARsent gy 4 /2 e—ARsenSds> -

0 0
T

2M(R)R/2 e Mt gp — (4 k%),
0

Puesto que la funcién seno es céncava en el intervalo [0, 5], se mantiene
por encima de la recta que pasa por los puntos (0,0) y (5, 1), esto es, para
0 <t < 3 se verifica que %t < sent. De aqui se sigue que

2
—ARsent < —AR—t,
s

y por el crecimiento de la exponencial
2
ef)\Rsent < e*/\R t

™ .

Luego

(s % %) < 2M(R)R/2 eIt =2 M(R)R
0

s s
=2M — (1-e?)< <
(R R (- =

Recapitulando, y teniendo en cuenta que M(R) — 0 cuando R — 400, se
sigue que

M(R).

li Az dz = 0.
LN

Ejercicio Resuelto 55.
Sean a € C y g una funcion continua en {z € C : r < |z —a| < R} donde
0 <r<R.Sea{r,} — R conr <r, <R. Prueba que

lim 9(2) dz:/ g(z)dz.
n=00 JC(a,rn) C(a,R)
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Solucién.
Teniendo en cuenta la parametrizacién de una circunferencia y la definiciéon
de integral a lo largo de un camino, tenemos que

/ g9(2)dz = / gla+rpe®yrpie dt
C(a,rn)

—T

/ g(z)dz = / gla+ Re™) Rie® dt.
C(a,R)

—T

Consideremos las funciones
fo, [ [=m7] = C
definidas por
falt) = gla+rne™)ryie y  f(t) =gla+ Re™) Rie™,

y veamos que {f,} — f uniformemente en [—m,7].
Como
K:={2¢€C : r<|z—a|l <R}

es un compacto y la funcién g : K — C es continua, tenemos que:

g estd acotada (propiedad de compacidad):

IM >0 : |g(z)| <M, Vze K

Y

g es uniformemente continua (Teorema de Heine).

Sea € > 0. Por ser g uniformemente continua en K:

30>0 : z, we K, con |z —w| <J, severifica que [g(z) — g(w)| < %

Como {r,} — R

dm eN : n>m se verifica que |r, — R| < min{ﬁ,&}.

Notemos que, para cada n > m y para cada t € [—m, 7], se verifica que:

|f"(t) - f(t)| = |g(a + Tneit)'rnieit - g(a + Reit)Rieit| =
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lg(a + rpe)r, — g(a + Re)R| =
= |g(a + Tneit)'rn - g(a + Tneit)R + g(a + Tneit)R - g(a + Reit)R| <
<lg(a+rpe®)| |rn — R| + |g(a 4+ rme™) — g(a + Re")|R <
€ €
M-S ¢+ S R—-
oM T aRT T E

Luego {f,} — f uniformemente en [—7, 7]. Por consiguiente

{ :fn@)dt} - [ e

y por tanto

Ejercicio Resuelto 56.
Integrando la funcion h : C — C dada por:

h(z) = ol g 240

z

a lo largo del camino formado por la yuxtaposicion del segmento [—r,r| y
de la semicircunferencia v, de centro 0 y radio r contenida en el semiplano
superior, deduce que para todo r > 0 se verifica que

" senx s
der —m| < —.
T r
Solucion.
Puesto que
o0 n o0 n
1z )
e”:E ( ') :E —'z", VzeC
n n!
n=0 n=0
se sigue que
o in o i
e® — :g — "=z — VzeC
n! n
n=1 n=1



y por tanto

eiz -1 > i 1
= — 2" N
o Z . 2", z € C,
n=1
de donde se sigue que
h(z) = Z o P VzeC
n=1

y por tanto h admite primitiva, a saber, la funciéon H dada por:

,[:Tl

[e.e]
H(z) = Z e 2"
n=1 "

Por el Teorema de caracterizacion de existencia de primitivas podemos afir-
mar que para todo r > 0 se verifica que

/ h(z)dz = 0.
[77'77"}4"%

En consecuencia,

T it _ 1 r ez’re“ 1 )
0= h(z)d h(z)dz = dt - {Re'dt =
/[—r,r] (Z) o /% (Z) : /—r t * /0 Re" T

" t—1 t T . i cos
/ (cos _H,sen )dt—i—i/ (e—rsent—l—zrc%t_l) dt —
—r t t 0

/r <cost—1 ,sent)
= +1 dt+
., ! /

z/ (7" (cos(r cost) +isen (rcost)) — 1) dt =
0

T t_ 1 s t m y
:/ %dt—i—i/ %dt—i—i/ (e7"5" cos(r cost) — 1) dt—
0

- T

s
/ e "5 sen (r cost) dt.
0

Quedandose con la parte imaginaria tenemos que

7 t ™
0= / se;1 dt + / (e7"5 cos(r cost) — 1) dt.
0
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Luego:
" t T S
/ PNt = / (1 —e "5 cos(rcost))dt =

-r 0

s
7T—/ e "5 cos(r cos t) dt,
0

y por tanto

" t T S
‘/ SN gt — 7| = / e "5 cos(r cos t) dt‘ <
-r 0

uy T %
/ e "5 cos(rcost)|dt < / e st gt — 2/ ersent gy <
0 0 0

[teniendo en cuenta que, para 0 < t < 3, se tiene que %t < sent (ver

ejercicio 54)]

3 1 E
§2/ e Rtdt = —21672?#/]2 e (e"—-1)=
0 2r 0 T
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2.4.6. Ejercicios Resueltos (pp. 97-99)

Ejerc. 57 - 67
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Ejercicio Resuelto 57.
Calcula la integral

/ 2+l
oo 2(2%+4)

donde r > 0, r # 2.

Solucién.
Notese que las raices del denominador del integrando son —2i, 0, 2.

-Si 0 < r < 2, entonces:

1 z+1 1
/ % dz = / 2 Gy = o = Ei,
c(or) #(22 +4) cor) * 4 2

donde hemos hecho uso de la férmula de Cauchy para la circunferencia.

-Si r > 2 descompongamos la funcién en fracciones simples:

z+1 A B C

2(22+4) ;+z—2i+z+2i

z+1  A(Z244) + B(2? + 2i2) + C2? — 2iz N
2(22 +4) 2(z — 2i)(z + 2i)

z+1=(A+B+0C)z*+ (2iB —2iC)z +4A =

2B —2i1C =1 1 N 5
4A4=1=>A4=1 B-C=gy c=-141
Luego
1 1 1 1 1
2(22+4) 2 z— 2% 242

y por tanto

/ =l dz—l/ ﬁ—(1+1¢)/ dz_ |
c(o,r) z(z2 + 4) 4 c(o,r) z 8 4 c(o,r) z2—2




Ahora, por la férmula de Cauchy para la circunferencia, tenemos que

z+1 1 1 1 -
——5 4z = 72w — (g + 1) 2mi 21 Z)2mi = 0.
/C(OW) z2(2% +4) T (8+41) i+ 8+42) i

Ejercicio Resuelto 58.

Calcula
e® cos z

—dz.
/O(QH’\@) (14 22)senz

Solucién.
Noétese que el conjunto de ceros del denominador del integrando es

A={i,—i}U{kr : keZ}.
En consecuencia, la funcién

e?cos z
(14 22)senz

f(z) =

es holomorfa en ) := C\ A, y en particular en el disco D(2+i, /(2 — m)2 + 1).
(Nétese que /(2 — )2 + 1 = dist(2+1, A), que es la distancia entre los pun-

tos 24+iy m.)

Puesto que D(2+1i, /(2 — m)2 4 1) es un dominio estrellado que contiene
a la circunferencia C(2 + i,1/2), por el Teorema de Cauchy para dominios
estrellados, f tiene primitiva en D(2 4 i,1/(2 — )2 4+ 1), y por el Teorema

de caracterizacion de existencia de primitivas

/ f(z)dz =0.
C(2+4i,7/2)

Ejercicio Resuelto 59.
Dado a € C\C(0,1)*, calcula

COS zZ

dz.
/0(0,1) (a2 +1)z —a(22+1) &
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Solucién.
Llamemos

-Si a = 0, entonces

/ f(z)dz = / B2 gy = (F. de Cauchy) = 2micos 0 = 2mi.
C(0,1) c(,1) *

-Supongamos a # 0. Empecemos calculando las raices del denominador:
—az?+ (> +1)z—a=0

—(a®>+1) £ /(a2 +1)2—4a®> —(a®+1) £Va*+2a% +1— 4a?
z = =

—%2a —2a
Cd+1EVaet -2 41 d*+1+/(a®—1)%
2a 2a
a?+1+(@—-1) [ a
Tt
Luego
(> +1)z—a(z>+1) = —a(z — a)(z — %),
y por tanto cos 2
1z) = —a(z—a)(z — é)

-Si |a] < 1, entonces:

Cos z

(T
/ f(z)dz = / G g, = (F. de Cauchy)
C(0,1) c(,1) #—a

cosa 21 cos a
1y — 2
—ala — 5) 1—a

-Si |a] > 1, entonces:

Cos z

/ F(2)dz = / —2l22%) > = (F. de Cauchy)
C(0,1) co1) 22— 4
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1

Cos = 27i cos L

a

2mi = .
T |
Ejercicio Resuelto 60.
Calcula las integrales:
eZ
(a) / ——dz (a>0)
C(0,2a) @* + 2
2 )
(b) / log |a + re™| dt (0<r<|al)
0

Solucién.

()

62?
L(Oza)mdz (a>0)

1 1 11 1
a4+ 22 (z—ai)(z4ai) 2ai|z—ai z+ail’
Luego

z 1 z z
/ 726 2dZ:—. / < .dZ_/ ‘ -dz| =
C(0,2a) ° + 2 201 | Jo(0,2q) # — W0 C(0,2q) Z 1+ a1

1 ) ) 2 ai __ ,—ai 271
=(F. de Cauchy) = — [2mie™ — 2mie” "] = me = Smeme
2a1 a 21 a

b)
2m )
/ log |a + re™| dt (0<r<lal)
0

Por la Proposicién 1.50 en el disco D(a, |a|) hay logaritmos holomorfos.
Sea f : D(a,|a|) — C definida por

f(z) =log |z[ +i0(2)

un logaritmo holomorfo.
Dado r con 0 < r < |a|, por la Férmula de Cauchy, tenemos que

fla)2mi = /O( & dz = 7 Mimit dt =

_ it
ar) Z— @ 0 re
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2m 2
= z/ fla+re)dt = 1/ (log |a + re'| +i0(a + re')) dt =
0 0
2m

2m
= 2/ log |a + re'| dt — 0(a + re) dt.
0 0

Igualando las partes imaginarias:

/27r log la 4 re'| dt = Im (f(a)27i) = 27Re (f(a)) = 27 log |al.
0

Ejercicio Resuelto 61.
Sea f una funcion holomorfa en un disco de centro cero y radio R > 1.

Calcula L
1

— (w) dw (z€C : |z] #1).

21 Jopy w — 2
Solucién.
Para cada z € C\C(0, 1)* pongamos

1
I(z) :== S (w) dw
2mi Jopy w— 2

Entonces:

I(z) = L[ f( ) zeltdt / f ezt —i)e "t dt =

T of(e?t) 1 1 (™ f(e) iet
‘ ch( )—iﬁdt:f ch( )—Qitdt:
2Mi ) wc —Z € 2mi ) n w —Ze

] / flw) dw 1 / F(w)
5 1T — .32 o_: ) dw.
21 Jowo1) 5 —Z W 2mi Jo(o,1) W — Zw

-Si z = 0, entonces

21 w

1(0) = L/ f(w) dw = (F. de Cauchy) = £(0).
c(o,1)
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-Supongamos que z # 0, y escribamos
1 1

1 _ 1 1
w—zw?  —Zww-1) w w-1i
Entonces
I(z) = i / fw) dw —/ f(w)l dz| = (F. de Cauchy) =
21 | Jepny w c0,1) w— 3
(0) si 0<z] <1
0 —-f32) si 1<z
|

Ejercicio Resuelto 62. DESARROLLO LIMITADO DE TAYLOR.

Sea f una funcién holomorfa en un abierto que contenga a D(a,r). Prueba

que para todo z € D(a,r) y todo n € N es:
fw)

e, zm ot
( ) 2mi /C(a,r) (w—2)(z —a)rtl

f&) =) =
k=0

Solucién.
Empecemos notando que

1 — ntl 1 z

n

k: _ o
Zz 1—2 1—2z 1-2’
k=0

En consecuencia, para z € D(a,R), w € C(a,R), yn € N

n+1
Vz € D(0,1), Vn € N.

I 1 T T
w—z w—-a—(2—a) w-—al-—Z2
w—a
L1 [z, )
w—a w—a 1 - 24
k=0 w-a
" (z—a)k N (z—a)”+1
i (w—a)F1 " (w—z)(w—a)r T’



Por la Férmula de Cauchy

(:—ay fw
2mi /C(a,R) (w—2)(w —a)"t! dw.

Finalmente, por la Formula de Cauchy para las derivadas

" R (2 2z —a)"t! w
f(z)zzf ()(z—a)k—ki( ).+ /C(a,R)(w—Zf( ) dw

= K 271 J(w —a)ntt

Ejercicio Resuelto 63. SERIE BINOMIAL DE NEWTON.
Sea a € C/{0}. Justifica que

(142 =1+Y ala - 1)“'757 “rA Do (< 1)
n=1 ’

Solucién.
Como la aplicacién log(z) es holomorfa en C\R se sigue que la funcién

(1 o Z)a _ ealog(l—z)

es holomorfa en Q@ = C\{z € R / x < —1}, y por tanto el desarrollo de
Taylor en 0 converge en el disco D(0,1).
-Vemos por induccién sobre n que Vz € € se verifica que

mn

%(l—f—z)“:a(a—1)---(a—n—|—1)(1+z)a_”.
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Paran =1,

i(l + Z)a _ iealog(lJrz) —a 1 6alog(lJrz) _ a(l + Z)flealog(lJrz) _

dz dz 1+2
ae” log(lJrz)ealog(lJrz) _ ae(afl)log(l+z) _ a(l + z)afl
Supongamoslo cierto par n € N, y veamoslo para n + 1:

W(l +2)% = = [w(l + za)} = (Hipdtesis de induccién) =
d
dz

[a(a— 1)---(a—n+1)(1+z)“7"] =

(14+2)*"™ = (caso n=1 cambiando el exponente) =

ala—1)---(a—n+1)(a—n)(1+ 22 "L

Finalmente, por el Teorema de Taylor obtenemos que

> 1 (aq— 1
(1+z)a:1+za’(a ) nsa ntDoa v D@1),
n=1 ’

Es usual definir los niimeros combinatorios < Z ) para a € C\{0} y n €
N U {0} por

(8)21 . <a>:a(a—1)---(a—n+1) (neN),

n n!

Con esta terminologia, el anterior desarrollo se escribe

(1+z)“:§:< “ )z”, Vz € D(0,1).

n
n=0

Ejercicio Resuelto 64.

Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la
funcion f, y calcular el radio de convergencia de la serie resultante en cada
uno de los siguientes casos:
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(a) f(z) =log(z? — 32+ 2).

(b) f(z) = arcsenz.
(c) f(z)=1log (1 +V1+ z2>.

Solucion.
(a) f(z) = log(z% — 3z + 2)

Empecemos calculando el dominio de holomorfia de f. Para ello, deter-

minemos los z = x + iy € C tales que 22 — 32 +2 <0 :

2 —y? +2ryi — 3z —3yi +2<0= 22 —y® — 3+ 2+ i(2xy — 3y) <0

22 —y? —3x+2<0
Y

(V][9]

2xy—3y:0<:>2(x—%)y:0<:>

SIS
I
o

Sustituyendo en la primera condicién
Si y = 0, entonces

2?2 -3 +2<0s (z-1)(z—-2)<0ezcl,?2
Siy= %, entonces

9 9 1
TV 5 t2<0e <y eycR

En conclusién, f es holomorfa en

C\([1,2]U{z€C : Rez— ;}).

Por el teorema de Taylor, f admite un desarrollo en serie de potencias
centrado en 0 y vélido en D(0,1). Vamos a calcular el desarrollo a partir

del desarrollo de su derivada:

2z -3 -1 1 -1 1 1

/ _ _ _
Fe) =335 =7-: 2-2"1-: 321-

o0

:_Zz”—%Z(g)”:—Z<1+2n—il> 2 Yze D(0,1).
n=0

n=0 n=0
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Como f(0) = log?2 se sigue que

>~ 1 1
n=0
1 1
logQ—Zﬁ(l—i—Q—n)z”, Vz € D(0,1).

n=1
Finalmente estudiemos el radio de convergencia de dicha serie

lent1] oz (L + gaer) n 1+ g

el la+ L) T+l 144

luego R = 1.
(b) f(z) = arcsenz.

Sabemos que

f(z) = T +ilog (z—l—i\/l —z2>

2

es una funcion holomorfa en
C\(] = 00, 1] U [1, 400]).

Por el Teorema de Taylor, f admite un desarrollo en serie de potencias
centrado en 0y vélido en D(0,1). Vamos a calcularlo a través de su derivada:

L . .
[P e Sk e
z4+iV1—22  z44V/1— 22
iV1—2242
1= = ! =(1- 22)*%.
24ivV1—22  J1-—22

Atendiendo a la serie binomial de Newton (ejercicio 63) se tiene que
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Puesto que f(0) = arcsen0 = 0 se sigue que

= (1 (-
arcsen z = Z+Z ( 2 > (22t =
n=1

2n+1

— ()" (-3 2n+1
2 " Vz e D(0,1).
ZQn—i—l(n)(z ) 2€D(0.1)

n=0

Vamos a calcular el radio de convergencia de esta serie. La sucesién parcial
{leamyl} de la sucesién {|c,|} formada por los coeficientes no nulos viene
dada por la aplicacién estrictamente creciente o : N — N definida por o(n) =

2n + 1. Puesto que

1 3GH)-(G+n)

‘Ca(n-i—l)‘ _ 2n+3 (n+1)! _ on +1 % +n o
[Co(n) 1 2G4+ 2n+3n+1
2n+1 (n)!

se sigue, por el Criterio de la raiz, que

V1o — 1.

n

.y ORI
Y |Ca(n)| = |:|Co(n)|"] —12 =1
lim /|c,| = 1

Luego

Por tanto,

y en consecuencia, R = 1.
(c) f(z) =log (1 +V1+ z2>.

Sabemos que las funciones raiz cuadrada principal y logaritmo principal
son holomorfas en C\R;. Ademds, puesto que la raiz cuadrada principal
estd valuada en el semiplano derecho se sigue, de la regla de la cadena, que
f es holomorfa excepto en los z € C tales que

1+22eR;, & 22<-1®z¢€][-i,i
Esto es, f es holomorfa en

C\{yi : yeR, |y >1}.
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Por el Teorema de Taylor, f admite un desarrollo en serie de potencias
centrado en 0 y vélido en D(0,1). Vamos a calcularlo a través del de su

derivada:
f/(z) _ \/117 _ z _l 22 _
T+VI+22 VI+220+/1+22) 2V1+22(1+V1+22)
1 1+22-1 WL+ -D(V1+22+1)
2V1+22(14+V1+22) 2 V1+22(14+V1+22)
IVi+22-1 1 1 1
Vit L g Ll (1422 ) = (Bjerc. 63) =
Z A1+ 22 z V1422 z

:1(_i< _n% )ZQ”):_i( _n% >22”‘1, vz € D(0,1).

n=1

Como f(0) = log2 se sigue que
00 1 1 )
— _ . 2 n
f(z) =log2 g 5y < n ) 2", Vz e D(0,1).

n=1

Argumentando de manera similar a como se hizo en el apartado b) se prueba

que el radio de convergencia de esta serie es R = 1.
|

Ejercicio Resuelto 65.
Sean a,b € C, a # b. Definamos f(z) = log

: —ch para todo z € C\{a,b}.

5
(a) Justifica que f es una funcion holomorfa en Q = C\{a,b}.

(b) Justifica que para todo camino cerrado vy en § se verifica que

1 1
/ dz:/ dz.
yZ—a 7z—b

(c) Sia=1i, b=1, calcula la serie de Taylor de f en z = 0. Calcula el
radio de convergencia de dicha serie e indica donde su suma es igual

a f.
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Solucién.
(a)

Puesto que log es holomorfa en C\R;, bastara verificar que

z €la,b] & z:ZGR_.
=]
z€la,b = z=(1-tha+tb O<t<l) =
z—a —ta +tb _
= R™.
b d-—Dat(—1b -
<]
z—a _
Z_b:pER = z—a=pz-b=1-pz=a—pb =
1 —p
= b bl.
z 1—pa+1—,0 €la, b]
(b)
z—b—(z—a) a—b
Flo) = 07 T a=b 1 —a
2=¢ 2=¢ (z—a)(z=b) z—a z—-0b

Por el Teorema de caracterizacion de existencia de primitivas

/f'(z) dz =0, Vv camino cerrado en €,
gl

y en consecuencia

/ dz = / dz’ Vv camino cerrado en 2.
v Z—a v z—b

(c)
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Supongamos que a = ¢ y b = 1. Por lo anterior, f es holomorfa en

C\[L,d] y )
z—i z-—1

fi(z) =

Por el Teorema de Taylor, f admite un desarrollo en serie de potencias
centrado en 0 y valido en el méas grande disco centrado en 0 y contenido en

C\[1, 1], esto es en el disco D(0, 4) Calculamos el desarrollo de f a través
del de su derivada:

1 1 i 1 > >
/ = — g — 9 n Tl:
Fre == 1re 1 ano( i2) +;)Z

Vz € C\[1,1].

Z( n gl n+zz Z ( 1)n2‘n+1] 2 Vz € D(O, 1)'

n=0 n=0

Como f(0) =logi =i % se sigue que

zg + i [1— (—i)"] %z” vz € D(0, g).

Vamos a estudiar el radio de convergencia de esta serie de potencias. Nétese
que

1+i, sin=4k+1 V2 gin =4k +1

(= Zsin=4k42 luego [cy] = 2 sin=4k+2
1—i, sin=4k+3 [’ " V2 ogip =4k 43
0, st n =4k 07:52'7124]{;

De aqui se sigue inmediatamente que lim ’\‘/m =1, y por tanto R = 1. Sin
embargo, nétese que, por razones de holomorfia, f coincide con la suma de
la serie inicamente en D(0,1) N H, donde H es el semiplano abierto dado
por H={z=x+1iy : z+y<1}. [
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Ejercicio Resuelto 66.
Sea f una funcion holomorfa en un abierto Q). Dado a € €, justifica que
hay un disco D(a,p) C Q tal que

o f2n+1) ( z+a

f(z) :f(a)‘FZW_’_i),)(Z—a)Q”H, Vz € D(a,p).
n=0 :

Solucién.
Sea p, el radio del mas grande disco abierto centrado en a y contenido en
Q2. Dado z € D(a, p,) notemos que

a+z 1
D (%55~ gl —al) € Dlawpa)

2
En efecto:
1
‘w_a;—z pa—§|z—a| = |w—a|:'w—a—;z+a;—z—a§
a+z a—+z 1 1
g'w— 5 5~ <pa—§|z—a|+§|z—a|:pa.

Notemos también que z,a € D (a;rz,pa - % |z — a]) ya que

a—l—z_z—a_l’ ‘<5 1‘ ’
z 5 = 2 —22 a a 2z a
y
a—+ z a—z 1 1
a — 5 — 5 :§|z—a|<5a—§|z—a|.

Como quiera que D(%52, p, — % |z —al) € D(a, ps) € Q, por el Teorema de

Taylor tenemos que

a+z)

oo Tl)
f(w)zzf (|2 (w_a—i—z)n’ Vw€D<a+z,pa—%|z—a|>.

n! 2 2

n=0

atz
2

Puesto que z,a € D ( Pa — % |z — a|) se tiene en particular que

a+z) a+z)

o0 rnm) X fn) _
) = I et = S g
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[ee} n) atz
Z . 2’(1122' )(z —a)"

n=0
y
o0 fn)(a+z) + . 00 fn)(a+z) o N
fla) =3 =7 (a—"57) =2 (5o =
0 rn)atz 2 —a 0 n)(atz
Z f ,(n|2 )(_ 5 )n — Z(_l)nf 2£Ln2' )(Z_a)n.
n=0 ’ n=0 ’

Restando ambos desarrollos (los términos pares se van, y los términos im-
pares se doblan) se obtiene que

0 f2n+1)(i2z)

fR)=fla)=> 2

o f2n+1)(a+z)
— 22”+1(2n+1)!(

2
2 !
=2 "(2n +1)!

_ )2n+1 — (z_a)2n+1'

Ejercicio Resuelto 67. Integrales tipo Cauchy.
Sea v un camino en C y ¢ : v* — C una funcion continua. Prueba que la
funcion f: C\y* — C definida por

w—z

f(z) = / M dw, Vz € C\v*

es analitica y sus derivadas vienen dadas por

M (z) = n!/ %dw, Vze C\vy*, VneN.
gl

Solucion.
(ver 3.25)

Dado a € C\v*, sea p = dist(a,7*) > 0. Para z € D(a,p) y w € ¥*
tenemos que

I 1 ! 1
w—z (w—a)—(z—a) _w—al—fu:‘;
Puesto que
z—a
|z —a| < |w—a|l < 1,
—a




se sigue de lo anterior que

1 1 i z—a\" i 1 ( °
— — — (X —a
w-—z w-a‘Z\w-a (w—a)nt! ’

y en consecuencia:

z(iul = Z (w Si(z)))nJrl (z—a)"

n=0

Si k = max{|p(z)| : w € y*}, entonces para cada n € NU {0}

k n Kk (lz—a\"
< il —a =2 (E2A)
p p P
Puesto que la serie numérica

T () ()

n>0

‘ (w (i(z)))nJrl (z—a)"

. s ; |z—al .
es convergente (por ser una serie geométrica de razén == < 1), se sigue

del criterio de la mayorante de Weierstrass que

oo
e 2w —apt A 7z = )" ¥z € Dla,p), wiformemente en w € 7.

n—

En consecuencia

f(z) = L j(iﬂl dw — /7 (i %(g - a)”) dw =

n=0

:ni) (l#dw) (z—a)", Vze D(ap).

Por consiguiente, variando a € C\~v*, obtenemos que f es analitica. Fi-
nalmente, comparando el desarrollo en serie obtenido con el desarrollo de
Taylor para f en a tenemos que

@) [ ew)
Vn € N, —L(w d

n! —a)nt
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2.5.1. Ejercicios Resueltos (pp. 107-108)

Ejerc. 68 - 75
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Ejercicio Resuelto 68. (Teorema extendido de Liouville)
Sea f una funcion entera tal que

lf(2)] < A+ B|z|*, VzeC con |z| > M,

donde A,B,«a, y M son constantes no negativas. Prueba que f es una
funcién polindmica de grado menor o igual a Ela].

Solucién.
Para cada natural n, por las desigualdades de Cauchy
n)
IO MB)
n! R
donde

M(R) =max{|f(z)| : z€ C(0,R)}.

De la condicién en el enunciado para f se sigue que, para todo R > M se
verifica que
M(R) < A+ BR“,

y por tanto, para todo natural n,

n) o
|f™(0)] < A+ BR

o o VR > M.
Puesto que, para n > «, se verifica que
A+ BR®
lim S P8 0,

R—+o00 R"

se sigue que
fM0)=0, Vn>a

Por tanto, por el desarrollo en serie de Taylor de f centrado en 0, podemos
asegurar que f es un polinomio de grado menor o igual a E[a].
|

Ejercicio Resuelto 69.
Sea f una funcion entera no constante. Dado w € C, justifiquese que se
cumple alguna de las siguientes afirmaciones:
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a) La ecuacion f(z) = w tiene solucion.

b) Existe una sucesion {z,} — oo tal que {f(zn)} — w.

Solucién.

Supongamos que no se verifica a), esto es w ¢ f(C). Como f es una funcién
entera no constante sabemos que f(C) = C, por lo que podemos tomar una
sucesion {z,} en C tal que {f(2n)} — w. Si {2} estuviese acotada, esto es

aM >0 | zn |< M, VnéeN,

como D(0, M) es un compacto, existirfa una parcial {#20(n) } convergente. Si
{%6(n)} — 20, entonces, por continuidad, {f(z,(n))} — f(20), y por tanto
w = f(z9) jen contra de lo supuesto! Luego {z,} no estd acotada, y por
tanto tiene una parcial {za(n)} — 00, la cual nos permite afirmar b).

|

Ejercicio Resuelto 70.
sPuede existir una funcion f € H(C*) tal que

1

Vz € C*? (1)
2|

[f(2)] =

Solucién.
Si existiese una tal funcién f, entonces por (1) f no se anula en C*, luego %
es también holomorfa en C*. Ademads, de (1) se sigue que

| < VL wecn )
y por tanto )

Por el Teorema de Riemann, L puede verse como una funcién entera (que
se anula en 0). De (2), por el Teorema extendido de Liouville (ejercicio 68)
se sigue que % es constante. Por (3),

! 0 Vz € C*
—_ — R z

f(2)
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lo que es imposible.

Ejercicio Resuelto 71.

Calcula 5
/ binz( 22) dz.
co) (2 =722 +9)
Solucién.
Consideremos la funcién (22)
sen (22
1&)="7rg

Puesto que
249=0 <& z=+3i

se sigue que f es holomorfa en C\{—3i,3:}. Como quiera que
% € D(0,1) C D(0,1) C C\{—3i, 3}

por la férmula de Cauchy para la derivada primera

sen (2z) / f(2) 2ri ,,
dz = — 7 _dz=—"Ff"(-).
/0(0,1) o220 oo o T 1w )

Puesto que

2(2% +9) cos(2z) — 2z sen (2z)

fiz) =

(597 |
y en particular _
3 —2
/ (Z) = Er
se sigue que
sen (2z) B w2
/0(0,1) (z =522 +9) (Z—; + 9)22.
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Ejercicio Resuelto 72.
Calcula

/ dw
c(o,r) (w - a) (w - b)m 7

dondem e Ny |b|<r<|al.

Solucion.
La funcién f(z) =

—a
que b € D(0,7) € D(0,7) C Q se sigue de la férmula de Cauchy para las
derivadas que

dw _ fw)dw _ 2w .
~/C(O,R) (w - a)(w — b)m /C(O,R) (w _ b)m (m — 1)'f (b)

Nétese, por induccién, que para todo n € NU {0} se tiene que

es holomorfa en el abierto Q = C\{a}. Como quiera

—1)"n!
f(z) = W-
Luego
/ dw o 2m (D)™ Y m—1)! (=)™ '2mi
co.r) (w—a)lw=bm  (m—1) b—aym  (b—a)m

Ejercicio Resuelto 74.
Prueba que la serie

Z e "sen(nz)

n>1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de
Q={z€C : |Imz| <1}

y calcula su suma.

Solucion.
einz_efinz 1 eiz L efz'z n
“"se = N = — — | - .
- £ () ()
n>1 n>1 n>1
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Puesto que la serie de potencias

Zz" converge < |z <1,
n>0

se sigue que

iz

eiz n

Z (—) converge < |—|<1 & eIz o o< 1,
e

n>1

y

efiz n efiz Im

Z converge <& <l & eV f<eeImz<l,

e e

n>1

y por tanto
Z e "sen (nz) converge, Vz € Q.
n>1

Ademas, en tal caso, teniendo en cuenta que
Nt 1
Zz" =—— paratodo z : |z] <1,
= 1—2

se sigue que para todo z € €

1 etz n e—iz n
—n — I ey
E e "sen(nz) = 5 E < . > E ( . )
n=1 n>1 n>1

B EE)]-i e e
21 —\e —\ e 21 11— 1-<=

e 1 1 ee—e - (e—¢?)
2i 20 (e—e®)(e— e ?)

e—er  e—e
e e — e ¥® esenz esen z
2i (e —e?)(e —e ) 2 —e(e®+e7#)+1 14€2—2ecosz

-Para verificar que hay convergencia uniforme en los compacto de €) nos
bastara con verificar que hay convergencia uniforme en las franjas

F,={2€C : |Im z| < p}
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para 0 < p < 1. En efecto, para cualesquiera z € F,, y n € N se tiene que

’ Y ( )‘ Y 6inz . e—inz 1 |€inz o e—inz| -
e sen (nz)| = |e = =
21 2 en -
- 1 ’einz’ + ’efinz’ _ 1 entHl z + enIl’n z
-2 er 2 er -

(la exponencial real es creciente)

n/Im z| np P\
LT e (e_) _ (1)

e

Puesto que la serie geométrica de razén e?~! < 1 es convergente se sigue del
Criterio de convergencia de Weierstrass que la serie > e~ " sen (nz) converge
uniformemente en F),.

|

Ejercicio Resuelto 75.
Prueba que la serie

(22 —|—1)(z +22)..- (22 +n?)
! +;J (n+ 1)1

es convergente para todo z y su suma es una funcion entera.

Solucién.
Por el Teorema de convergencia de Weierstrass nos bastard con verificar
que la serie converge uniformemente en todo compacto de C. Para ello nos
bastara verificar que la serie converge uniformemente en todo disco cerrado
D(0,R) con R > 0.

Fijado R > 0, veamos la convergencia uniforme de la serie en D(0, R)
utilizando el Criterio de convergencia de Weierstrass. Notemos que si |z| <
R, entonces:

22(22 4+ 1)(22 +22)--- (22 +n?)

Fnl2)] = [CESE

- R3*(R?+1)(R?+2%)--- (R?+n?
- ‘ [(n+D1?
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R? R?>+4+1R?+22 R24n?
(n+1)2 1 22 n2

Notemos que la sucesién

es convergente.
En efecto, puesto que

log a,, = Zlog <1 + ﬁ)
k=1

log (1 + f—;) 2 2\ "
lim ———* =lim n?log (1 + R—2> = lim log (1 + R—2> =
1 n n

TL2
R?\" o 2
e 10g1]m (1 + —2> — 10g ellan 52 — 10g €R2 _ R2 > O,
n

se sigue del Criterio de comparacién por paso al limite que las series

2
Zlog(1+%) y Zn_lQ

tienen mismo cardcter, y por tanto »_ log (1 + f—j) es convergente, esto es,

la sucesién log a,, es convergente, y en consecuencia la sucesién a, = e'°8

también es convergente. Llamemos L = lima,. Puesto que claramente la
sucesion {a,} es creciente, se tiene que a, < L, Vn € N.
Luego Vz con |z| < R se verifica que

RZ

Puesto que la serie numérica

ZL732 = LR2271
(n+1)? = (n+1)?

n>0
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es convergente, se sigue del Criterio de convergencia de Weierstrass que la
serie Y - fn(2) converge uniformemente en D(0, R). Por tanto también

1+ > >0 fn(2) converge uniformemente en D(0, R).
|
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Capitulo 3.

Propiedades locales de las funciones holomorfas.

pp. 111 - 140
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3.2.1. Ejercicios Resueltos (p. 116)

Ejerc. 76 - 78
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Ejercicio Resuelto 76.
Sea f una funcion entera verificando que

lim f(z) = oc.
zZ— 00
Prueba que f es una funcion polinomica.

Solucién.

Sea f una funcién entera verificando

lim f(z) = oc. (4)
zZ— 00
Veamos en primer lugar que el conjunto de ceros de f es no vacio y finito.

Si f no se anula en ningin punto, entonces la funciéon % es una funcién

entera (por cierto, valuada en C\{0}) verificando que

1
T

Luego la funcién % estad acotada, y por el Teorema de Liouville es constante.

Asi, existe o € C\{0} tal que ﬁ = aparatodo z € C, y por tanto f(z) = %
para todo z € C. Lo que contradice la condicién (4). Asi pues, el conjunto
Z(f) de ceros de f es no vacio.

Ademas, de (4) se sigue que
dM > 0 tal que Vz con | z |> M se verifica que | f(z) |> 1. (5)

En consecuencia,

Z(f) € D(0,M).

Como D(0, M) es un compacto, si Z(f) fuese infinito, tendria que tener
puntos de acumulacién, lo que llevaria, por el Principio de Identidad, a que
f es idénticamente nula, contradiciendo la condicién (5). Asi pues Z(f) es
finito.

Supongamos que
Z(f) =A{a1,a2, -+, ax}
y que cada a; (1 <i < k) tiene multiplicidad m;. Como consecuencia de la
caracterizacién de los ceros podemos escribir

f(2) = (2 = @)™ (z = az)™ - (2 — ag)"* g(2)
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donde g es una funcién entera que no se anula en ningin punto

cuencia, la funcién dada por

1 z—ap)™ - (z—ap)"*
o(2) = —— = o) )
9(2) f(2)
es una funcién entera. Como quiera que por (5) se tiene que
. 1
Vz con | z |> M se verifica que <1
| f(2) |
se sigue que
1 mi mip
() [= ——= <l z—ar [™ - |z —ap [™<

9(2)
(lzl+la ™ (| z]+]ax )™ <
(| z[+M)"™ (| 2 | +M)™ = (| 2 | +M)™,

donde m =mq + - + my.

. En conse-

Para cada n € N con n > m y para todo R > M, por las desigualdades

de Cauchy, se verifica que

0<
- n! - R R"

Como quiera que

se sigue
©M(0) =0, VYn>m.

|¢"(0) | _ max{| o) |:] = |= R} < (B M

De aqui, teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Taylor de ¢ centrado
en 0, podemos concluir que ¢ es una funcién polinémica. Ahora bien, como
 no se anula en ningin punto, necesariamente ¢ es constante. Por tanto

también g es constante, y en conclusion
fR)=K(z—a)™ - (z—a)™
para conveniente K € C.

NOTAS:

(1) El argumento final se podria haber sustituido por una aplicacién

directa del ejercicio resuelto 68.
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(2) El enunciado de este ejercicio podra obtenerse més adelante a partir
de la caracterizacién de polo en el punto del infinito (véanse las proposiciones
4.33.1 y 4.34 en las paginas 175-176).

|

Ejercicio Resuelto 77.
Sean f y g dos funciones enteras no constantes verificando que

| f(2)I<|g(z)| para todo z € C.
¢ Que se puede afirmar sobre f y g.

Solucién.

Como g se supone no constante, tenemos que g no es idénticamente nula.
Por tanto Z(g) es un cerrado propio de C, y en consecuencia C\Z(g) es un
abierto no vacio de C. De las condiciones de f y g se sigue que 5 ©s una
funcién holomorfa en C\Z(g) verificando la condicién

f(z)
9(2)
Por el Principio de los ceros aislados y por el Teorema de Riemann podemos
afirmar que 5 admite una extension holomorfa a C, esto es, 5 puede verse
como una funcién entera. Un argumento de continuidad, nos permite deducir
de (*) que tal funcién entera estd acotada por 1, luego, por el Teorema de
Liouville, es constante. Asi pues, existe k € C tal que f = kg en C\Z(g), y
por continuidad en C.

|<1 paratodo z€ C\Z(g). (%)

Ejercicio Resuelto 78.
Sea f una funcion entera no constante verificando que |f(z)| = 1 para todo
z € C con |z| = 1. Prueba que f es de la forma

f(z) =az"

donde n es un nimero natural y |a| = 1.
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Solucién.
Consideremos las funciones holomorfas f*: C — C, definida por

f1(z) = f(z)

(ver el ejercicio resuelto 27) y g : C\{0} — C, definida por

De la condicién que verifica f se sigue que para todo z € C'(0,1) se verifica
que

L=[f()P = f(2)f(z) = f(2)f*(2) = (22 = 1) = f(2).f*(
Por el principio de identidad tenemos que

1= f(2)g9(2), Vze C\{0}.

-Notemos que si f(0) # 0, entonces f es constante.
En efecto, si f(0) = o # 0, entonces
1
lim ¢g(z) = lim F)gz) = -,
z—0 (67

=0 f(2)

luego

Jim 7(z) = lim 7(2) = lim £(2) = lim 97) = # 0

y por tanto, por el Teorema de Liouville, f es constante.
Puesto por hipdtesis f no es constante, se sigue que f(0) = 0. Supongamos
que n es el orden de f en 0. Por la caracterizacion del orden de un cero

f(2) = h(z)z" para h funcién entera con h(0) # 0.

Notese que las condiciones en el enunciado para que f se transfieren a h.
Por lo antes probado, podemos afirmar que h es constante (obligadamente
de médulo 1). En conclusién:

f(2) = az" para |a| = 1.
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3.5.1. Ejercicios Resueltos (pp. 136-139)

Ejerc. 79 - 85
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Ejercicio Resuelto 79.
Sea f € H(C) y supdngase que para cada z € C hay alguna derivada de f
que se anula en z. Prueba que f es una funcion polinémica.

Solucién.
Para cada n € N denotemos por Z( f")) al conjunto de todos los ceros de la
funcién holomorfa f™. Por hipdtesis

c=Jzum).
neN
Puesto que C es no numerable, habra de existir m € N tal que Z( fm))
sea no numerable. Por el Corolario 3.3, f™ = 0, y por tanto también
fmt1m) =0, Vn € N. Por el Teorema de Taylor (en el punto 0) se sigue que
f es un polinomio de grado menor o igual que m — 1.
|

Ejercicio Resuelto 80.
Sea f: D(0,1) — C una funcién holomorfa y no constante. Se define

M(r) =max{|f(z)] : |z|=7r}, 0<r<1)

a) Prueba que la funcion M es estrictamente creciente.

b) Supongamos que hay un nimero natural n tal que para todo r €]0,1] es
M(r) =r", deduce que f(z) = az" para todo z € D(0,1), donde o € C con
la] = 1.

Solucién.
a) Por el Principio del médulo méximo

M(r) = max{|f(z)| : z€ D(0,r)},

luego la funcion M es creciente. Ademads es estrictamente creciente, ya
que en otro caso existirfan s, €]0,1[ tales que s < ry M(s) = M(r), y
entonces f alcanzaria un méximo relativo en un punto del disco D(0,1) lo
que implicaria, por el Principio del médulo méaximo, que f seria constante.

b) Supongamos que

dneN : M(r)=r", Vrel0,1].
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Puesto que, por el Principio del médulo méaximo,
|FO)] < M(r), Vr €]0,1],

se sigue que f(0) = 0.
Por la caracterizacién de los ceros

dm € Ny 3g € H(D(0,1)) con ¢g(0) # 0 tales que f(z) = z™g(2).
Se tendra entonces que
Mg(r) =r"My(r), Yr €]0,1],
y por tanto
r =r"Mg(r), Yr €]0,1.]
-Si n > m, entonces
My(r) =r""", Vr €]0,1,]

de donde, razonando como antes, se deduce que g(0) = 0, lo cual es contra-
dictorio con el nacimiento de g.

-Si n < m, entonces
My (r)"™™, Vr €]0,1],

y por tanto M, es decreciente, lo que contradice el apartado a) para la
funcién g.

Luego n = m, y por tanto
My(r) =1, Vr €]0,1],

lo que implica por el apartado a) que g es constante (obligadamente de
médulo 1).

En conclusion:
f(z) = az"

para conveniente a € C con |a| = 1.
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Ejercicio Resuelto 81.
Sean Q1 y Qo dos abiertos del plano, f € H(Q1) con f(1) C Qo y
u € A(Q2). Prueba que la composicion uwo f es armdnica en €.

Solucion.

Dado a € 1, y fijado un disco D(f(a), R) C Qq, por el Corolario 3.19, existe
una funcién holomorfa g : D(f(a), R) — C tal que u = Re g en D(f(a), R).
Como f es continua en a

36 >0 : f(D(a,0)) C D(f(a),R).
Asi, wo f: D(a,d) — R es tal que
uof=(Reg)of=Re(gof)en D(a,o).

Luego u o f es arménica en D(a,d) (Proposicién 3.15.)
Puesto que el concepto de armonicidad es un concepto local se sigue que
u o f es armédnica.

|

Ejercicio Resuelto 82.
Sea u una funcion armonica en todo el plano y supongamos que existen
numeros reales positivos a,b tales

u(z) <al|loglz||+b para todo z € C*.
¢ Quer puede afirmarse de u?.

Solucion.
Puesto que C es un dominio estrellado, por el Corolario 3.18, existe una
funcion entera f tal que u = Re f. Consideremos la funcién entera g definida
por

g(z) =/, vzeC.

Es claro que

19(2)] = |/ @] = eRe /() = ul®) < calloglal 1+b _ cbealloglzl |,

Puesto que para todo z € C con |z| > 1 se tiene que log |z| > 0, se sigue que

lg(2)] < ebenteslel = b 2o,
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Por el ejercicio resuelto 68, podemos afirmar que g es una funcién polinémica.
Ahora bien, puesto que g resulta de componer una funcién con la exponen-
cial, tenemos que g no se anula nunca. Luego g es constante. Sea wy € C
tal que

g(z) =wy, VzeC.

Por tanto
f(z) € Logwy, VzecC.

Puesto que Log wg es un subconjunto cerrado propio de C, por el Teorema
2.23, podemos afirmar que f es constante. Luego u es constante. [ |

Ejercicio Resuelto 85.
Sea f una funcion entera no constante y supongamos que hay un numero
complejo a # 0,1 tal que

f(z) = flaz), vz e C.

a) Prueba que f(z) = f(a"z) para todo n € Z y todo z € C, y deduce que
necesariamente |a| = 1

b) Justifica que el conjunto {"™ : n € Z} es finito, y por tanto, existe
m € N tal que o™ = 1.

c) Sea m el menor nimero natural tal que o™ = 1. Justifica que hay una
funcion entera g tal que

f(z) = g(z™), Vz € C.
Solucién.
a) Veamos que
f(z) = f(a"z), VnelZ, VzeC. (x)

Para n = 0 es claro. Para n = 1 es la hipo6tesis. Razonando por induccién,
supongamos que (*) es valida para el nimero natural n y demostrémosla
para n + 1.

f(a™12) = f(a™az) = (hipétesis de induccién) = f(az) =

(caso n=1) = f(z).
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Luego (*) es vélida para NU {0}. Finalmente, dado n € N tenemos que

Fa™"2) = ((*) paran € N) = f(a"a™"2) = f(2).

Luego (*) es vélida para todo n € Z.

-Si |a| < 1, entonces el conjunto infinito {a™ : n € N} se acumula en 0y,
ya que, por (*), f coincide en dicho conjunto con la funcién constantemente
f(1), se sigue, por el principio de identidad, que f es constante, lo que
contradice la hipétesis.

-Si || > 1, entonces el conjunto infinito {a~™ : n € N} se acumula en

0y, ya que, por (*), f coincide en dicho conjunto con la funcién constan-
temente f(1), se sigue, por el principio de identidad, que f es constante, lo
que contradice la hipotesis.

-Luego |a] = 1.

b) Como |a| =1 se tiene que {&” : n € Z} C C(0,1). Como C(0,1) es un
compacto, si {a" : n € Z} fuese infinito, tendria un punto de acumulacién.
Puesto que en dicho conjunto f toma constantemente el valor f(1), por el
principio de identidad, f seria constante, lo que es contrario a la hipdtesis.
Luego, el conjunto {a™ : n € Z} es finito.

c) Sea
m=min{n e N : o" =1}

Nétese que, para cada n € N, derivando n veces la condicién (*) se obtiene
que
f(z) = a"f™(az), Vz € C.

En particular, para z = 0, se obtiene que
F1(0) = o f7(0),

esto es

(1= a™) 7 (0) = 0
de donde se deduce que, para n no multiplo entero de m, necesariamente
M =o.

Asi, el desarrollo en serie de Taylor de f en 0 tiene la forma

f(z) = Z cmn2 ", Vz € C.
n=0
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Si consideramos la funcién entera g dada por la suma de la serie

oo
g(z) = Z Cmn 2"
n=0

se deduce que
f(z) =g(z™), Vz € C.
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Capitulo 4.

Forma general del Teorema de Cauchy.

pp. 141 - 244
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4.3.1. Ejercicios Resueltos (pp. 156-160)

Ejerc. 86 - 91
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4.5.3. Ejercicios Resueltos (pp. 176-183)

Ejerc. 92 - 100
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Ejercicio Resuelto 99.
Sea Q = C\Z. Justifica que las funciones f y h definidas en Q2 por

72 = 1
) =5 hz)= ) Gone (2€9Q)

son holomorfas en S y tienen la misma parte principal en cada enteron € Z.
Dedizcase que la funcion

9(z) = f(z) = h(z),  (2€9),

puede extenderse a una funcion entera y acotada y que, por tanto, g es
idénticamente nula.

Solucién.

Dado k € Z, nétese que la funcién z +— sen 7z se anula en k, mientras que
su derivada z — 7wcos mz aplica k en (—1)F7 # 0, luego k es un cero simple
de la funcién sen 7z, y por tanto un cero doble de la funcién sen® 7z. Luego
k es un polo doble de la funcién f, y por tanto el desarrollo de Laurent de
f en k sera de la forma

Q)= Tt op ke, Ve e DI\

z —

para conveniente funcién 1, holomorfa en QU {k}.
Claramente

2
_ . - 2 _ . _ . 7T(Z - k)
2= ;lgllg(z R)HE) = ;lf}c senmz ;lgllc < senmz ) ’

Puesto que (por L’Hopital)

. 7w(z—k) . T T
lim ———= = lim = =
z—k SenTz z—k mcosmz  mwcosTk

(-D*, (6)

se sigue que c_ = 1.
Por definicién c_; = Res(f, k). Puesto que f tiene en k un polo doble,
sabemos que

2—k dz 2—k dz sen? mz

25 — k)2
c_1 = lim di ((z— k)?f(2)) = lim 4 <u> .
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Noétese que
d (72(z=k)?\ _d (7(z—k) 2_27r(z—k)i w(z — k)
dz sen? wz dz sen 7wz 7 senrwz dz senmz

d (ﬂ(z—k)> _ senmz — (2 — k) cosmz
dz B

Por L’Hopital

senmz sen2 wz

. d (m(z—k) . mcosmz — mweos Tz + w2 (2 — k) senmz
lim — [ —= ) =7 lim

z—k dz sennmz z—k 27 senwz cos Tz

) T z—k
7 lim — =0
z—k 2 cosTz

Ahora, de (6), concluimos que c_; = 0.
Luego la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de f en k es
1
(z —k)*
Vamos a estudiar ahora la funcién h. Consideremos las funciones
hp : Q@ — C con n € NU{0} definidas por
1 1

ho(z) = i? Y finz) = (z+n)? * (z —n)?’

Dado un compacto K con K C 2, fijemos un natural ng tal que

— 1

Es claro que, para todo n € N con n > ng y para todo z € K se verifica que
1 1
|Z+n|2n—(no+§) y |Z—n|2n—(no+§),

luego

1 < 1 1 1
240 7 [0 = (ng+ 1] 2 =1 = [n— (o + 1)]*

Luego
2

[n— (no + )]

| (2)|* <

VYn >ng, z€ K.
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Por consiguiente, para todo z € K, la serie 3, ., |hn(2)|* "estd mayorada”

2 . .
—=  — que es convergente. Por el Criterio
n>no [n*(noJr%)]Q’ q g

de la mayorante de Weierstrass podemos asegurar que la serie ano hn,
converge uniformemente en K. En particular, la serie >, -qhy, converge
puntualmente en 2. Ahora, por el Teorema de convergencia de Weierstrass
podemos afirmar que la funcién suma

por la serie numérica » |

+oo
h(z) =Y ha(2)
n=0
es holomorfa en 2. Para cada k € Z es claro que
M) = 0 +ou(2)
z) = G_h)e wr(z

donde

400 1 400
00(2) =D ha(2) y Pr(z) = GTR)e + ) ha(z)  (k#0)
=t nak
es una funcién holomorfa en Q U {k}.
Luego también la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de h
en k es

(z— k)%
Dado k € Z, puesto que

fo) = ——t(x) vy h(z) =

(z — k)
se tiene que g = f — h coincide con ¥ — ¢ en D(k,1)\{k}. Como quiera
que Y, pr € H(Q U {k}), se sigue que g tiene una extensién holomorfa a
D(k,1). Luego g puede verse como una funcién entera.

ﬁwk(z), ¥z € D(k, 1)\{k}

Noétese que f es par. También las h,, son pares, y por tanto h es par.
Ademads, puesto que el seno es periddica de periodo 27 y el seno al cuadrado
es periddica de periodo 7, se sigue que f es periddica de periodo 1.

Veamos que también h es periddica de periodo 1. Empecemos notando

que
1

ho(z+1) = CEE
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y por tanto, para todo n € N con n > 2, se verifica que

n n—1 1 1
kzohk(z+1) :l;)hk(z)+ (z +n)? + (z4+n+1)2

Tomando limites obtenemos que

h(z+1) = h(z).

Veamos ahora que tanto f como h estan acotadas en la semifranja vertical
V={z=a+iy : 0<z<1, 1<y}
Sabemos (p. 65) que
Ve=x+iyeC |sen z|*> = sen® z + senh?y
luego

2

Vz=ao+iyeC |sen7z|? = sen? 7 + senh? 7y > senh? my.

Como el seno hiperbdlico es creciente, tenemos que

|sen 7z|? > senh? 7 VzeV
y por tanto
2
|f ()] Em, VzeV.

Por otra parte, puesto que, para z = x + iy € V se tiene que
2> = 2 +y* > 1,

se sigue que
ho(2)| = g < 1.
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Dadon € N

I (2)] < 1 n 1 1 n 1
z = .
B R e R RO L R R R
Noétese que
0<zx<1l = legqn<z+n = n2§(az+n)2
y
0<z<1l = z-n<-n+1<0 = (n—l)zg(av—n)2
luego
(@+n)?+y?>n’+1  y  (z-n)P’+yP>(n-1)7°+1
con lo que
2
h < Vz eV,
’n(z)’_(n—1)2+1’ eV
y por tanto
+o0 +oo 9
h < h <1 —_— VzeV.
(@) <3 W S 143 2 €

Luego h esta acotada en V.

Por tanto g = f — h estd acotada en V. Puesto que g es par, también
g estd acotada en —V. Ademds, puesto que g es periddica de periodo 1,
también g estd acotada en

W={z=z+iy : 0<z<1, y<-1}
Por otra parte, puesto que g es entera y
K={z=z+iy:0<z<1, -1<y<1}

es un compacto, se sigue que g esta acotada en K.
De todo lo anterior se deduce que g estd acotada en la franca vertical

F={s:=a+iy:0<az<1}.

Como g es periddica de periodo 1 se sigue que g esta acotada. Por el Teorema
de Liouville, g es constante.
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Noétese que

. . 1 . 1
9(0) = lim g(=) = i (£(2) ~ h(=)) = lim (£(2) ~ ) ~ lim(h(z) ~ )
Puesto que
£ ) 1 _ 2 1 _ w222 1 sen? 1z
i 22 sen?wz 22 sen?mz \ 22 w24

. 1 sen? 7z w222 —sen?nz , .
lim { - — —5— | = lim ——————— = (por L'Hopital) =
z—0 \ 2 Tz z—0 ez

. 272z — 21 sen Tz cos Tz . TWZ—SenmzCcos Tz
lim 53 = lim 3
z—0 42z z—0 2rz

T — oSz + wsen? w2

= (por L’Hopital) =

ii—{% 622 = (por L’'Hopital) =
2w cosmzsen mz + 27 sen mz cos Tz
lim =
z—0 12z
i T8 TZSeNTZ (por L'Hopital) = lim —7?sen? w2 + 72 cos? 2 _ 7r_2
2—0 3z 2—0 3 3
Luego, teniendo en cuenta (6) se sigue que
1 2
1 — = —.
lim(f(z) — =) = =
Por otra parte
1 =
h(z) — = = B (
(Z) 22 n;oo Z + n Z
n#0
y por tanto
1 R R =< 2w
lim(h(z)— =) = hn (0 — = (pag. 228) =2 — = —.
lim ()= ) = 3 ha(0) = Z 23 5 = (bie 28) =27 =

Luego ¢(0) = 0, y por tanto g es idénticamente nula.

Ejercicio Resuelto 100.
Sea f una funcion holomorfa que no se anula en el anillo A(0;1,2). Pruébese
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que hay un numero entero n, y una funcion g holomorfa en dicho anillo, tal
que f(z) = 2"e9%) para todo z € A(0;1,2).

Solucién.
Empecemos notando que supuesto cierto el enunciado del ejercicio se tiene

que
f(2) = n2""1eI®) 4 27y (2)e93) | Wz e A(0;1,2),
luego
f'z) _n
=—44g(z), Vze€ A(0;1,2),
FERERTIC (0:1,2)
y por tanto
/
L, F'(z) dz:i, Edz+i, g'(z)dz:n.
2 Jo(0,2) f(2) 2mi Jo(o,3) 2 2mi Jo(o,3)

(donde se ha tenido en cuenta la caracterizacién integral del indice y el
teorema de caracterizacién de primitivas (Teorema 2.10).)

Vamos a resolver el ejercicio. Definamos

Lo b f'(2)
2mi Jows) f(z)

dz,

y notemos que

1 m 1(3 it ) 1 1
n—— / f(ge' )§ie”dt:—- / —dz:IndfOC(Og)(O),
2mi ) f(5e?) 2 21t Jfoc(0,2) % 2

y por tanto n es un nimero entero. Consideremos la funciéon holomorfa

hz)=2"f(z), VzeA(0;1,2),
y notemos que
W(z)=—nz " f(2) + 27" f(2), Vze A0;1,2),

y por tanto
HGE) _ n T
h(z) 2 f2)
Dado un camino cerrado v en A(0;1,2) consideremos el ciclo nulhomélogo
respecto del anillo A(0;1,2) dado por

., Vz e A0;1,2).

3

_)’

Yo =y — Ind,(0)C(0, 5
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y notemos que por la forma general del Teorema de Cauchy

W)
[yo hz) dz =0,

y por tanto

n — n z /(Z) z | =
! d7(0)< /O(o,g) z det /C(o,g) f(z) ! )

Ind(0) (= 2min + 2min) = 0.

Ahora, por el Teorema de caracterizacion de existencia de primitivas, pode-
mos afirmar que %/ admite primitiva en el anillo A(0;1,2), y por el Teorema
1.49 h tiene logaritmos holomorfos en dicho anillo, esto es existe una funcién
holomorfa g en A(0;1,2) tal que

h(z) =93, Yz e A(0;1,2),

y por tanto
f(z) = 2"e9%) | vz e A(0;1,2).
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